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FORMULES DE LOGIQUE MATHEMATIQUE 


par G. PEANO 


La lettre F suivie de l’année, indique les éditions des « for- 
mules de Logique mathématique », que nous avons successi- 
vement publiées: 

F1888 = Calcolo geometrico, preceduto dalle operazioni della 
logica deduttiva. 

F1889 = Arithmetices principia, nova methodo exposita. 

F1894 Introduction au Formulaire de Mathématiques. 

F1895 Formulaire de Mathématiques t.1, partie I. Il a été 
publié partiellement dans la RdM. a.1891-1895. 

F1897 = Formulaire de Mathém. t.2 N1. 

F1898 > > t.2 N2. 

F1899 > » t.2 N3. 

Les symboles de Logique, combinés avec les symboles plus 
répandus de l’Analyse, constituent une idéographie, par laquelle 
on peut exprimer les différentes théories mathématiques. 

Cette idéographie est déja assez vaste, car le Formulaire a.1899, 
contient les principales propositions, de l’Arithmétique 4 la Géo- 
metrie et aux principes du calcul intégral, complétement expri- 
mées en symboles. 

Ces propositions ont la forme des formules algébriques com- 
munes. La différence est que les formules communes ne sont 
que la partie symbolique de l’énoncé d’une proposition; les 
formulaires publiés par différents Auteurs ne contiennent en 
général que des fragments de propositions ; ces formules isolées 
sont quelquefois inintelligibles ; les conditions restrictives pour 
la validité des théorémes manquent en général. 

Les formules que nous publions ici sont des propositions com- 
plétes, avec la signification des lettres, et toutes les limitations 
nécessaires. 
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Les mots du langage mathématique commun montent a plu- 
sieurs milliers (il y en a 1000 & peu pres dans les GEuvres d’Ar- 
chiméde). Toutes ces idées sont exprim ‘es, dans F1899, par en- 
viron 100 symboles. 

Nous avons conservé aux symboles la forme commune, lorsque 
cela a été possible; ex: +,—, X,>,=,0,1,2,... log, sin, e, z.., 
Lorsqu’il y a plusieurs notations en usage, nous avons adopte la 
plus ancienne, ou la plus répandue. Lorsque nous avons dt in- 
troduire un symbole nouveau, nous avons pris le mot du langage 
ordinaire, plus ou moins abrégé; ex: pnt, vet , quot, rest,... 

Les propositions écrites en symboles sont notablement plus 
courtes que dans le langage ordinaire. On peut le remarquer 
dans toute proposition symbolique, qui soit suivie de l’énoncé 
ordinaire selon l’A. qui l’a trouvée. Dans quelques cas, comme 
dans les limites, les séries, les dérivées, l’énoncé ordinaire est 
tellement compliqué, qu’on supprime en général quelques con- 
ditions importantes. 

Cette abréviation ne dépend qu’en minime partie, d’avoir écrit 
« rest » au lieu de « reste », mais bien de l’analyse des idées 
et par la suppression des inutiles. 

Les démonstrations, aussi réduites completement en symboles, 
consistent dans une suite de transformations des propositions 
précédentes dans la proposition & démontrer, selon des rézles 
étudiées par la Logique mathématique. 

Dans le langage ordinaire, on a plusieurs formes pour repre- 
senter une méme idée indiquée ici par un symbole seul. Nous 
donnons & chaque symbole un nom; mais il convient de lire 


ce symbole, ou un ensemble de symboles, sous une forme qui 


satisfasse aux lois du langage ordinaire. 

Un peu dexercice permet de lire les formules, en donnant 
aux propositions la tournure & laquelle nous sommes habitus. 

L’histoire de la Logique mathématique est contenue dans les 
formules suivantes; car les propositions sont accompagnées de 
la citation des Auteurs qui les ont énoncées. On peut la resumer 
en quelques mots. 

Les propositions de logique expriment des formes de raison- 
nement trés communes dans les sciences mathématiques ; elles 
sont en partie intuitives, On ne peut pas indiquer celui qui, le 
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premier a fait usage du raisonnement d’une forme donnée; mais 
nous pouvons bien indiquer l’A. qui l’a explicitement énoncée, 
et qui l’a réduite en symboles. 

Quelques formes de raisonnement, comme le syllogisme ont 
été analysées par Aristote (Voir §1 P2°4). 


Peut-tre que dans les ceuvres des scolastiques on trouvera 
d'autres formes; mais la logique mathématiqne doit ses princi- 
paux théorémes & Leibniz. Il a introduit des symboles pour in- 
diquer les opérations et les relations logiques entre classes ; et 


i) a écrit les principales formules logiques qui contiennent une 
seule fois le signe =. (Voir $1 P2°4, 4:2, §2 P2'1, etc.). 

Le nombre de ces formules a été augmenté par Boole a.1854 
($1 P43...) et par Schréder a.1877 (§2 P3°2...). 

McColl a.1878 et Peirce a.1867-1880 ont introduit les signes 
de déduction et d’égalité entre propositions: ils sont arrives 
a exprimer des formules contenant plusieurs de ces signes, reé- 
duites partiellement en symboles par les A. précédents. Voir 
$1 P36 4°0 5°3..... 

Un grand nombre d’A., qui ont étudié les mémes questions, 
sont mentionnés dans les formules suivantes, ou dans les édi- 
tions précédentes, ou leurs résultats ne sont pas encore réduits 
en symboles. 

Dans F1888 et 1889, par l’introduction des signes € et 3, nous 
avons expliqué la relation entre les deux calculs, entre classes, 
etentre propositions, et nous avons entiérement énonce en sym- 
holes un ensemble de propositions. 

Plusieurs A. ont appliqué cette idéographie a différentes théories 
mathématiques ; en voici la liste: 


F. Amodeo, Aritmetica particolare e generale, Napoli, 1900, p.411. 

R. Bettazzi, F t.1 partie VII. RdM. t.4 p.161. 

C. Burali Forti, Collaboration 4 F t.1 partie III. RdM. t.3 p.75. 

— Ft.1 partie IV. Teoria delle Grandezse. RAM. t.3 p.76. 

IT numeri negativi. RAM. t.3 p.138. 
Sulle classi derivate a destra ea sinistra, TorinoA. 1894. 
Sulle elassi ordinate e i numeri transfiniti, PalermoR. 1894. 
Logica matematica, Milano, Hoepli, 1894. 
Sul limite delle classi variabili, TorinoA. 1895. 
Sur quelques propriétés des ensembles d’ensembles. MA. t.47 p.20. 
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C. Burali Forti, Il metodo del Grassmann nella Geometria proiettiva, 
PalermoR. 1896-97. 

Le classi finite, TorinoA. 1896. 

Sopra un teorema del sig. G. Cantor, TorinoA. 1896. 

Excercice de traduction en symboles de Logique Mathématique. Bul- 
letin de Mathématiques élémentaires, 1897. 

Una questione sui numeri transfiniti, PalermoR. 1897. 

Les propriétés formelles des opérations algébriques, RAM. t.6 p.141. 

Sui simboli di Logica matematica. 11 Pitagora, a.1900, p.1. 65, 129, 


Castellano, Collaboration 4 F t.1 partie II. RdM. t.3 p.1. 
Chini, Collaboration a F1898. 
Couturat, La logique mathématique de M. Peano. Revue de Méta- 
physique et de Morale, a.1899 p.616. 
Fano, Contributo alla teoria dei numeri algebrici, F t.1 partie IX. 
RdM. t.5 p.1. 

Garibaldi, Contributo alla teoria degli aggregati, PalermoR. 1895. 
Giudice, F t.1 partie VIII. RdM. t.4 p.163. 

Sulla determinazione det Numeri Reali mediante somme e prodotti. 
TorinoA. 1894. 

A. Padoa, Collaboration 4 F1898, F1899. 

Di alcune proposizioni fondamentali relative al mutuo separarsi di 


coppie di punti. RdM. t.6, p.35. 
Ideografia delle frazioni irriducibili. RAM. t.6, p.90. 
Note di Logica matematica. RdM. t.6, p.105. 
Conférences sur la Logique mathématique. Université nouvelle de 
Bruxelles, a.1898. 
— Conferenze tenute nella R. Universiti di Pavia, a.1898-99. 
» » Roma, a.1900. 
Peano, Principti di Geometria, Torino, Bocea, a.1889. 
Les propositions du Vie livre ad’ Euclide, Mathesis t.10 a.1890. 
(Reproduit par Dickstein, Pojecia i metody matematyky a.1891). 
Démonstration de Vintégrabilité des equations différentielles ordinaires. 
MA. t.37 a.1890. 
Principii di Logica matematica, RdM. t.1 a.1891. 
Principios de Légica matematica. El Progreso matematico a.1892 ).20. 
(Traduction de la Note précédente). 
Sommario dei libri VIT, VIIT e IX d’ Euclide. RaM. t.1. 
Formule di Logica matematica. RAM. t.1 p.24, 182. 
Sul concetto di numero. RdM. t.1 p.82, 256. 
Sulla definizione del limite @una funsione. RAM. t.2 p.77. 
Lezioni di Analisi infinitesimale, Torino, a.1893. 
(Une partie a été traduite dans: Genocchi, Differentialrechunung, 
Deutsch von Bohlmann und Schepp, a.1899). 
F t.1 partie V. RdM. t.4 p.33. 
Sui fondamenti della Geometria. RdM. t.4 p.d1. 
Notions de Logique mathématique. Congrés de Caen, a.1894. 
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Estensione di aleuni teoremi di Cauchy sui limiti. TorinoA. a.1894. 
Sulla definizione di integrale. AMM. a.1895. 
Traduit dans Genocchi, id.). 
Studii di Logica matematica. TorinoA. a.1897. 
Traduit dans Genocchi, id.). 
Generalita sulle Equazioni differenziali ordinarie. TorinoA 1897. 
Analisi della Teoria dei Vettori. TorinoA. a.1898. 
M. Pieri, Sut principii che reggonola Geometria di posizione, Note I, I, II. 
TorinoA. 1995-96. 
— Un sistema di postulati per la Geometria Projettiva astratta degli 
iperspazt. RAM. a.1896. 
Sugli Enti primitivi della Geometria proiettiva astratta. TorinoA. 1897. 
Nuovo modo di svolgere deduttivamente la Geometria projettiva. Mi- 
lanoR. a.1898. 
I prinoipii della Geometria di posisione. TorinoM. a.1898. t.48. 
Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo. Monografia 
del punto e del moto. TorinoM. a.1900, t.49. 
Vacca, Collaboration a F1898, F1899. 
— Sui precursori della Logica matematica. RdM. t.6 p.121, p.183. 
Vailati, Un teorema di logica matematica. RAM. t.1, p.103. 
Le proprieta fondamentali delle operazioni della logica deduttiva. 
RdM. t.1, p.127. 
Sui prinoipt fondamentali della geometria della retta. RAM t.2, p.71. 
Dipendenza fra le proprieta delle relazioni. RAM. t.2, p.161. 
Sulle relasioni di posizione fra punti @’ una linea ohiusa. RAM. t.5 p.75. 
Sulle proprieta caratteristiohe delle varieta a una dimensione. RAM 
t.5, p.183. 
Collaboration a F t.1 partie I. 
G. Vivanti, F t.1 partie VI; RdM. t.4, p.135. 
I. Zignago, Appunti di Aritmetica. RAM. t.4, p.121. 
L’ Algebra der Logik de M. Schréder a.1890-95 appartient 4 un autre 
ordre d’idées. Voir RdM. t.1 p.164, t.6 p.95. 
Nous en avons tiré seulement quelques propositions (§2 P3:2). 
M. Frege est arrivé de son cété, a.1894, 4 une idéographie par laquelle 
ila exprimé des propositions sur l’idée de nombre. Voir RdM t.5 p.122, t.6 p.53- 


La derniére édition compléte des formules de logique a paru 
dans F1897. Dans les applications successives on a rencontré 
de nouvelles propositions, et lon a vu Jutilité de nouveaux 
symboles, parus dans F1898 et 1899. Des remarques impor- 
tantes ont été publiées par MM. Padoa RdM. t.6 et Couturat. 

Une nouvelle édition des formules de Logique est donc né- 
cessaire. Nous réproduisons ici toutes les propositions de Lo- 
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gique entiérement écrites en symboles, a l’exception de quelques 
unes, qui contiennent des symboles non adoptés dans F1899, 

L’utilité des symboles est mise en lumiére, et mesurée par 
leurs applications. Nous supprimons donc toutes les discussions 
i. cet égard contenues dans les éditions préc‘dentes. Il nous 
suffit de remarquer que les symboles contenus dans le §1, et 
notamment les trois _), € et * (sous-entendu) sont d’un usage 
universel ; ils se rencontrent partout; combinés avec les sym- 
boles de l’Algébre, ils permettent d’exprimer le plus grand nom- 
bre de propositions. 

Les autres symboles sont plus rarement adopteés. 

Les propositions sont ordonnées selon les signes qui entrent 
dans leur expression symbolique. Toute proposition est indiquée 
par un nombre qui a une partie entiére et une décimale. 

Le signe $€ indique le changement de la partie entieére. 

Les abréviations des citations bibliographiques sont expliquées 
dans F1899. 


Table des formules de Logique. 
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Les lettres ab... 2a ... désignent des objets quelconques. 

Les lettres variables, dans le Form., sont toujours en italique. 

Les signes ayant une signification constante ont une forme spéciale: 
J=+—~*..., ou bien sont indiqués par des lettres greeques ¢ ¢ 2, ou par 
des lettres romaines: Cls log mod... 

On rencontre les lettres variables dans Aristote pour représenter les idées 
de Logique (V. P2°4); elles sont d’un usage commun chez Euclide pour 
indiquer des points, des lignes, des nombres, ete. (V. $< P1:3). 

Dans ces notes nous dirons qu'une lettre est réed/e dans une formule, lorsque 
la valeur de la formule dépend du nom de !a lettre ; dans le cas contraire la 
lettre est apparente. 

Une P (proposition) ne contenant pas de lettres variables réelles est dite 
catégorique. Sont telles les théorémes et les définitions ; toutes les lettres qui 
y figurent sont apparentes. 

Une P contenant des variables réelles est dite conditionnelle. 

PHOx- ar & soient a et b des nombres; on a ab = ba) 
est catégorique. La P: ab = ba 
est conditionnelle ; elle est satisfaite si a et b sont des nombres ; elle ne 1|’est 
pas s'ils sont des nombres complexes d’ordre superieur, per ex. des qua- 
ternions; elle n’a pas de signification si a et b sont des objets dont on 
na pas défini le produit. 

A propos des signes ?_) | nous donnerons les régles pour reconnaitre, a 
la position, les variables apparentes. 

Dans le langage commun les pronoms « ceci, cela, le méme, premier, 
deuxiéme,...» jouent le réle des lettres variables. On pourrait les remplacer 
par les nombres 1, 2,... en faisant des conventions opportunes pour ne pas 
produire des ambiguités dans l’Arithmétique. Voir F1897 p.26. 
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On divise une formule en parties par des parenthéses () [] }{ 
ou par des points. 

On écrit un point la ott l’on fait la division. Si a cette place on a déja un 
point, on écrira un nouveau point, et ainsi de suite. Sia, b, ¢, ... désignent 


des signes queleonques, les groupements: 

a.be ab.e ab.cd a:be.d ab.cd:e. fg. hkl 
seront identiques a 

a(be) (ab)e (ab)(cd) a|(be)d] \[(ab) (cd) [e(Fg) | [(hE)7] 
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Nous donnons la préférence aux parenthéses dans les formules algébriques 
et dans les tormules composées comme les algébriques, et aux points pour 
séparer les propositions partielles d’un théoréme; car dans ce cas les pa 
renthéses seraient absolument incombrantes. 

Pendant longtemps on a indiqué le groupement des parties d’une for- 
mule par une barre horizontale supérieure ou inférieure, dite vinculum 
(Chuquet, Leibniz, ...). Selon cette convention les groupements précédents 
seront indiqués par 

abc abe abed abed abcdefg hkl 


Cette convention, trés claire, présente quelque difficulté typographique. 
Elle ne se rencontre plus aujourd’ hui que dans les fractions et les racines. 

Si l’on compléte Jes vinculums, en les écrivant aussi sous une lettre seule, 
on voit qu'il y a autant de points que des espaces vides dans les vineulums; 
les points sont les compléments des vinculums. 

La suite de trois lettres peut étre décomposée dans les deux formes écrites: 
la suite de quatre lettres abcd dans les 5 formes: 

a:be.d a:b.cd ab . cd G00 2 ab.c:d, 
et en général la suite de n lettres peut étre décomposée en (2n)!/[n!(n-+1!| 
combinaisons binaires différentes. (F1894 $10). 

Plusieurs conventions ont pour but de supprimer des divisions: P3:0, 7:1, 
Sv P1-1, §- P1:2-4, §q P1°01, §+ P4°7, §x P1101... 

Pour les faire mieux ressortir, nous donnerons aux signes des dimensions 
différentes, et nous nous aiderons des espaces typographiques. 

Les parenthéses et les points sont des signes de l’écriture commune, bien 
que l’usage soit différent ; dans les langages ordinaires le groupement des 
mots est indiqué par la construction. 

Les symboles du Formul. ont une signification constante. En adoptant 
les parenthéses pour grouper les parties d’une formule, on ne pourra pas 
les adopter dans une autre signification. Nous ne pourrons pas indiquer par 
(a) une puissance de a, avec Girard a.1629 (voir §Q P17n), ou la partie 
entiére de a, ou la valeur absolue de a, ou une fonction de a. En général 
une lettre seule ne sera jamais renfermée entre parenthéses, car elle n'est 


pas groupée. 
3 Cls 


“Cls ” signifie “ classe ”’. 

Ce symbole a la forme K dans F1889 et dans les travaux de plusieurs 
Auteurs. I] ala valeur du mot ‘‘ 600¢’’ d’Aristote, ‘‘ terminus ’’ des scolas- 
tiques; et correspond aussi 4 ‘‘idée générale, nom commun, ...’’ du langage 
ordinaire, et aux expressions ‘‘ensemble, Menge ’’ des mathématiciens. 
P, ex. dans 1]’Arithmétique représentent des Cls les mots ou les symboles: 

N ou N,; = « nombre entier positif » 
Np = « nombre premier » 
et par une convention générale: 
a+N = «a plus un N » ou « nombre plus grand que a » 
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axXN = NXa = « multiple de a » 
N*? = « nombre carré » 
N?-LN§ = « somme de deux carrés ». 

Dans F1899 indiquent aussi des Cls les symboles simples n R r infn # 
Sem Q q 6 O pnt vet quaternio. 

Leibniz prend pour exemples les classes de points, ou figures; elles 
sont des segments de droite dans PhilS. t.7, p.229, 236,... et des cercles 
dans ses manuscrits conservés 4 la bibliothéque de Hannover, Philosophie, 
t.7 fase. B.4. fol.1-3. 

Ces figures ont été aussi adoptées par Euler, a.1768, et par d'autres. 
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Soit @ une Cls; wea signifie “# est una”. 

eest la lettre initiale du mot éozé. 

Exemples : 9 ¢ N? 13 ¢ N?+N? 25%t_1 e Np 

Sur la possibilité de remplacer le signe ¢ par une autre convention voir 
F1897 note & la P2. 

P signifie ‘‘ proposition’’. Ce signe n’est pas un symbole de logique, 
car il ne se trouve pas dans les formules ; il est une simple abréviation. 

Les P catégoriques ne sont pas l’objet du calcul logique. 
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Soit p une P contenant une lettre x; la formule «3p repré- 
sente “la classe des x qui satisfont 4 la condition p”’. 

On peut lire le signe 2 par le mot « qui ». 

Exemple : 1 ¢ x3(x°’—3x-+2 =0) 
« lunité est une racine de |]’équation entre parenthéses ». 
Autres ex. : 
§quot P10 §Dvr P1:0 §mp P2°6 $3 P:0 $Med P1:0 $4 P1:0 §q' P4:0... 

Dans la formule «3p, la lettre « est apparente. 

Les deux signes xe et x2 représentent des opérations inverses. 

Si l’on écrit le signe we en avant d’une Cls on a une P contenant la 
variable 2; réciproquement si l’on écrit le signe x2 en avant d’une P de 
cette nature, on obtient une Cls. 

Les Cls et les P conditionelles ne sont done que deux formes pour repré- 
senter la méme idée. Nous préférons opérer sur les Cls. Une P condi- 
tionnelle, contenant une variable «x, sera considérée sous la forme xea, ou 
a est une Cls. 
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(v:y) ou (a,y) indique le coupie, ou systéme des objets a et y. 


Dans la notation (#,y), trés répandue en Analyse lorsqu’il s’agit de 





Paar || re 


fonctions de plusieurs variables, les parenthéses sont nécessaires, pour ne 
pas produire des ambiguités avec la notation P2:0. 

On peut les supprimer dans la notation (x;y), ot les parenthéses ont la 
valeur expliquée parla P1-2. 

xyy3z indique le systéme des trois variables x, y, z, qu’on peut considérer 
comme le couple formé par (x;y) et z. Voir P7-1. 

Soit p une P contenant deux variables x et y; (x;y)3p représente la 
classe des couples (x;y) qui satisfont a la condition p. 

Si a est une Cls de couples, (x;y)ea représente une relation entre les deux 
objets x et y, et toute relation entre les deux variables sera ici écrite sous 
la forme (x;y) é a. 

Ex: 2/5; 3/5) € (arsy)3(x?-+y? =1) 
sivnifie « le couple (2/5; 3/5) satisfait & léquation x+y? =1 


‘7 a 
Soient a et b des Cls. a_)b signifie « tout a est b>». 
Soient pet g des propositions contenant une variable « ; 
Pp... @ 
signifie “de p on déduit, quel que soit x, la gq’, Cest-i-dire: 
“les x qui satisfont a la condition p satisferont aussi & la ¢”. 
Si les propositions p et gq contiennent deux variables «, 7, 


Pp ._ ay. qd 


signifie : “ tout systéme w,y qui satisfait & la condition p est 
aussi une solution de la condition q¢ ”. 

Et ainsi de suite pour un plus grand nombre de variables. 

On sous-entend les indices au signe _), lorsqu’il n’y a pas 
d’ ambiguité & craindre. 

La P ab, qu’on peut aussi lire « la classe a est contenue dans la D », 


est dite « universelle affirmative » 

Aristote a exprimé la relation ab par une périphrase (Voir P2°4); Leibniz 
par «a est b», et par a, b. Segner a, 1740 et Lambert a. 1765 respecti- 
vement par ab et a>b; car le signe > correspond au signe < ou >, ou 
mieux 4 <= ou 5S, de |’ Algébre, selon que dans la classe on considére le 
nombre des individus qui la composent, ou le nombre des idées qui la 
déterminent. 

Le signe >, qu’on peut lire « est contenu », est une déformation de 9, 
lettre initiale renversée du mot « contient ». 

Il a été introduit par Gergonne a.1816. Voir RdM t.6 p.183. 

Les signes ¢ et > ont des propriétés différentes ; la relation > est tran- 
sitive, la ¢ ne l’est pas ‘P2-4); la ¢ est distributive par rapport 4 vu, la > 
ne l’est pas (Sv P40); la ¢ est commutable avee -, la 7 ne I’est pas 
S- P1:5). Une autre différence est donnée par §q P1:1. Les signes ¢ et D 
sont liés par des relations, dont la plus importante est $+ P-2. 
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Dans la formule pq, p s’appelle Hypothése, abrégé en Hyp ou Hp, 
et g la thése, abrégé en Ths. 

On sous-entend les indices 4 7, lorsqu’il est le seul signe de déduction; 
ou lorsqu’ il représente la déduction principale, qui porte le plus grand 
nombre de points a ses cétés; ou si le théoréme a la forme p)(q¢_)7). 
Les indices sous-entendus sont toutes les variables réelles contenues 
dans 1’Hp. 

Les lettres qui, exprimées ou sous-entendues, figurent comme indices au 
signe — sont apparentes dans la déduction. 

Opérer par xe sur la P universelle ab 
signifie la transformer dans la déduction xed .)r . veb 

« de la condition xvea on déduit par rapport a x la xed ». 

Opérer par x2 sur la déduction p._yr -g 
signifie la transformer dans la P universelle (ac3p) —) (a3q) 

Ex. 6N =) 2N « tout multiple de 6 est pair » 

Opérons par we; on a: CeiON a). a re ON, 
ou l’indice # au signe > est sous-entendu. 

Ex. aeNp .2. (a—1)!++1leNxa 

Le signe > se rencontre aussi entre P, sans porter des indices, P5-01. 

Quelquetois, dans les démonstrations, le signe 7 lie deux théorémes, 
et ne porte pas d’indices. I] est alors une abréviation du mot «on déduit » 
Cette abréviation se rencontre sous la forme *. dans Pel] (v. RdM t.6 p.123), 
et sous la forme g dans Abel t.1 p.36. Dans ce cas on peut considérer 
les signes des idées primitives comme indices 4 —). 

Dans le F, lorsqu’on rencontre l’expression xea, a est toujours une Cls. 
Analoguement dans la formule aD), si un membre est une Cls, l'autre 
lest aussi. On pourrait remplacer la P*4 par « wea signifie a est une Cls, 
et x est un a », e’est-a-dire ajouter la P: 

xea ._). ae Cls ' F1889 P52 } 
Voir Padoa RdM t.6 p.105. 


3 m 
La Cls commune aux Cls a et b est indiquée par ab ou par ab. 
L’affirmation simultanée des propositions p et g est indiquée 

par prg, ou par pq. 

Pour supprimer des parenthéses on convient que : 
pq _) 7” signifie (pg) _) 7, et p_) gr signifie p _) (qr) 
pq et p_).¢ signifient p._). ¢. 


Le signe a, qu’on peut lire «et», et qu’on appelle signe de la multipli- 


cation logique, est en général sous-entendu entre des P. 
Ex. (2N)W3N) 2D 6N 6N > (2N)(3N) 
Npa(4N-+-1) > N? LN? Girard a. 1634 p. 156: 
« Tout nombre premier qui excede un nombre quaternaire de l’unité se 
peut diviser en deux quarrez entiers. » 





a; | 


aeN ._). a(at+1)¢ 2N . afa+1\a+2)¢6N 

aeN . a®e N® ._). aeN* aéN .a<17 .D. a—a-+17 ¢ Np 
Dans ces ex. l’indice a au signe —) est sous-entendu. 

aeNp.beN-+1 .>. bt-1—be NXa { Fermat | 

Ici le signe > porte les indices sous-entendus a et b. 
Ex. ott > a des indices explicites : 

ge'Cls . les 2e8s Dy. @4-1Les 2. Ns ‘principe d’induction 
$+ 2°5 §n 1:2 2:0 §R1°2 3°0 Sr 2°1°2°5°6°9 SNum ‘11 Smlt 1:0 Smp 1°5 
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xy signifie “a est égalay”. 

Le signe d’égalité a la forme « ou o, déformation de la lettre initiale 
de equalis, de Viéte 4 Leibniz; la forme =, qu’on rencontre dans 
Record a.1552, adoptée par Wallis et Newton, est devenue ensuite 


d’usage universel. 


La plus grande partie des propositions contenues dans le Formul. s’ex- 
prime par les seuls signes de logique ¢, 2, et a (sous-entendu), combinés 
avee les signes algébriques. 

Le svinbole Cls nous est nécessaire dans les propositions de Logique ; | 
signe 2? nous explique le double role du signe > entre classes et entre 
propositions ; le svstéme de variables se rencontre comme indice au signe >. 


Définitions 


Df signitie « définition ». 
Df? « définition possible 
Supposons ordonnés les signes qui représentent les idées d’une science. 
La définition svmbolique d’un signe simple « a la forme 
x = (expression composée par les signes précédents) Df 


Ont cette forme les Df des individus : 1 ey as Grane Oy We i ay Oe: 
( 
2, 


et des Cls: N,, n, R, r, infn,Np, #, Sgm, Q, q, q’. 

Si lon d*finit une expression contenant des lettres variables, et s’il faut 
d’abord limiter la signification des lettres, la Df a une Hp. 

Ont une Hp les Df de + — « | § > Num ZY JZ! mod max quot rest 
Dvr mlt Cmb mp #1 Log E £ Med 4 lim sin D / 

Une Df considérée en elle méme, sans s’occuper de sa place dans une 
théorie, est une égalité, dont le premier membre contient un signe qui 
ne figure pas dans le second, ou qui y figure dans une position différente. 

Dt? marque les égalités qui ont la forme que nous venons d’expliquer. 

Ex: $N,°5 $4 1:02 -03 $R 1-01 Sr 2:5°9 SN1:1 $> 2-5-6 3-7 6-01 

Le signe Df? exprime done une propriété intrinséque d’une P; le signe 
Df une propriété relative 4 sa place dans une théorie. 

Supposons fixé un ordre aux idées des sciences mathématiqnes. Une Df? 
qui contient dans un membre une idée, et dans l’autre des idées précé- 
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dentes, peut étre prise comme Df réelle de la premiére. S’il y a plusieurs 
Df? qui remplissent 4 cette condition, ou choisira la plus commode. 

Les idées, dont la Df symbolique fait défaut, s’appellent « idées primi- 
tives » relativement 4 l’ordre fixé. I] y a nécessairement des idées_ primi- 
tives, car on ne peut pas définir la premiére idée, ni le signe =, qui 
figure dans toute définition. 

Si l'on change l’ordre des idées d'une science, une P qui jouait le role 
de Df peut se transformer en une Df?; une idée, qui était primitive 
relativement au premier ordre, peut étre définie, et réciproquement, 

Il convient de donner aux idées d’une science un ordre tel que le nombre 
des idées primitives soit le plus petit possible. 

Nous rencontrons trois idées primitives dans 1]’Arithmétique (§--P1); et 
trois dans la Géométrie (§ vet P1:0, 2:0 et 8:0). 

Les idées primitives sont expliquées par le langage ordinaire, et sont dé- 
terminées par des Pp (P primitives) ; celles-ci jouent le role de définitions 
par rapport aux idées primitives, mais n'ont pas la forme. 

On peut, si l’on veut, donner aux Pp la forme des définitions svmboliques. 
Pp, ex. au lieu de prendre comme idées primitives dans l’Arithmétique les 


idées représentées par les signes 0,N,y,-+, et de les déterminer par 5 Pp 
$+2-1--5), on peut définir le svsttme (0,N),-+) comme le systéme sa- 
tisfaisant & ces 5 Pp. 

Parmi les principales formes de Df symboliques qu’on rencontre dans le 
F, nous mentionnerons les définitions « par abstraction », ot lon définit 
jégalité de la méme fonction de deux variables, sans définir cette fonction. 


Ont cette forme les $Num ‘0, $1’ 2:0 Svet 7:3. 

Ex. de Df « par induction »: §-+ 4°1:2, 6°1°2. 

Ex. de Df ot les deux membres sont connus: §— P24. 

Les deux membres de l’égalité qui constitue une Df doivent contenir 
les mémes variables réelles. P. ex. la § - PL-41: ageN ._). a—a =0 
nest pas une Df? ; elle le devient sous la forme : 

a4 valeur constante de a—a, ott aeN 
Tout signe défini peut ¢tre supprimé, en le remplagant par sa valeur 


donnée par la Df. 


Démonstrations. 


+ 


Din signifle «démonstration ». En général les démonstrations sont ren- 
fermées entre [ ] . 

Les démonstrations, dans les sciences mathématiques, sont composées 
Uune suite de propositions convenablement liées. 

Ces P ne différent des théor¢mes que par leur moindre importance. Nous 
pouvons done les exprimer complétement en symboles. 

La liaison entre les Pest indiquée dans le langage ordinaire par « on 
déduit », que nous traduirons par >. Elle est une torme de raisonnement. 

Les lois de logique, contenues dans la suite, ont été en général trouvées 
th énoncant, sous forme de régles, les déductions qu’on rencontre dans les 


démonstrations mathématiques. 
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Parmi les régles plus importantes il y a le syllogisme, composer. exporter, 


importer, la substitution, et simplifier. 
Soient p, g, 7, 8 des propositions. 
Syll, abréviation de Syllogisme, indique la forme 
Di IT 229. par 
Si les propositions sont réduites a la forme «ea, ou a est une Cls, le 
svllogisme est exprimé par la P2°4. Mais nous appliquerons le Syll inéne 


lorsqu’il s’agit de P non encore réduites 4 la forme «ea. 
Cmp (composer) indique la forme 
Dig. pap"... 929) Gr" « 
Voir P3:4. En combinant les raisonnements Cmp et Syll, on a la forine: 
P3°61 929 pln gr D8 2D. Pes . 

Importer signifie passer de la proposition p.gDr a la pqDr. 

En réunissant les hypothéses, on réunit aussi les indices au signe >. 

Exporter indique la transformation inverse. Voir P7'3. 

ar ex. soit la P: aeN .be NXa.ceN Xb ._). ce NX 
ou le signe > porte les indices sous-entendus «a,b,c. 

Export ._): GEN 202 NX ot C2 N XO De: 
Opérons par ¢2: GEN VEN <a: .®): NK @) N>Xa- 

La substitution consiste 4 remplacer dans un _ théoréme a de la forme 
PoDxy.-g, les lettres variables v,y,... par des expressions constantes ou 
variables a,b...; on désigne par 

ASD». 6) [Essen ) ee 
la nouvelle P. Le signe | sera étudié dans son §. 

Toute P doit ¢tre écrite sous sa forme la plus simple. Si l'on effeciue 
une substitution dans une P, il peut arriver que la nouvelle P ne se pré- 
sente pas sous la forme plus simple ; il faut la simplifier comme suit : 

a Si VHp ne contient plus de lettres variables, et si elle est vraie, 
on la supprime, et l’on aftirme la Ths. 

P. ex. soit la P xeNp ..). (x—1)!4+1leNxXax 

Mey Pa <a: lle Np .D. 10!4+1eN X11 
Simplif .>. 10!+-leN & 11. 

b) Si dans l’Hpil v a comme facteur logique une P vraie, on la supprime. 

Hx, De la P: a,beN .2. (a--b)? = a?-+-2ab-Lb? a 
(1 | 6)Pa . Simplif .>: agN ._). (a+1)? = a?+-2a-+1. 
Si l’on exporte la P vraie, la régle b) est conséquence de la a). 


c) Réciproquement on peut unir a Hp des P vraies. 

Soit a un théoréme : Hp .:@ .2). ibs est done une forme abrégée de 
G20! aap <2). ahs: 

d) Si dans Hp il v a comme facteur logique une P conséquence des 
autres, on la supprime. 

e) Si dans Hp il v a un facteur logique non nécessaire, on le supprime. 

f) Réciproquement on peut ajouter 4 l’Hp des facteurs non nécessaires : 
cela revient A dire que de l’affirmation simultanée de plusieurs propositions, 
on peut déduire l’aftirmation de chaque proposition. Voir P3-3. 
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D'autres formes de raisonnement seront indiquées par un nom : 
b/s,n) Comma Assoca Distrib(n,) Distrib(3,n) 
3 ee 


Distri 
4:2 4°3 5°35 62 


P3:1 


Distrib(¢,v) Commvy Assocyu Distrib(n,w) Distrib(3,u 
gu 4-0 22 2:3 31 41 


Transp Oper Eliminer. 
Ge 234742 $y 1-21 21 
"Les P de logique sont en général évidentes. Les démonstrations n’ont 
pas pour but de nous assurer de la vérité de ces P, mais seulement de 
réduire plusieurs de ces modes de raisonnement 4 d’autres plus simples. 

Dans le Formul. une démonstration est réduite 4 une suite de transfor- 
mations, suivant des régles mentionnées, de l’Hp dans Ja Ths. Ces trans- 
formations sont analogues aux régles algébriques pour résondre un systéme 
d’équations. 

En supposant ordonnées les P d’une science, une Dim doit déduire une P 
des précédentes. Une P peut avoir plusieurs démonstrations ; il peut arriver 
quil convienne déduire d'une P une autre précédente ; on pourrait appeler 
« démonstrations possibles » ces déductions; elles déviennent des démon- 
strations si l’on change l’ordre des P. Ex.: Su P2°6, S¢ 1°61. 

Les P dont la Dm manque, s’appellent Pp (propositions primitives). Si 
dans une science il y a des idées primitives, i] vy aura aussi des Pp, qui 
fixent la valeur des premicres. 

Une P est primitive, si l’on ne l’a pas démontrée. Dans plusieurs cas 
on prouve qu'un syvstéme de 7 Pp est irréductible; pour ce but on donne 
aux idées primitives 2 interprétations différentes de la réelle, et telles que 
chacune satisfasse & toutes des Pp, une 4 la fois exceptée. Voir $+ et Svct. 

Dans quelque cas on prouve seulement que chaque Pp est indépendante 
des précédentes ; on prouve |’indépendence ordonnée. Voir Pieri TorinoM 


+ 


2.1898 t.48 p.60. 


_) € 

0 aeCls._): x,yea =. xed. yea Df 

«Soit a une classe ; nous écrirons x,yea, qu'on lira ‘x et y sont des a’’, 
au lieu de wea. yea». 

La formule w,y,zea signifie w,YyeEd . ZEA 
“#2 et y sont des a, 2 est un a ,,, qu’on lira “ x, y, 2 sont des a ,,; et 
ainsi de suite quel que soit le nombre des sujets. 

Ex. 221, 23-1, 25-1 ¢ Np 

a,beN ..). ab=ba . a+b? S 2ab 


‘1 a,beCls ._).. a_)b =: xea ._),. ceb Df? { F1889 P50 } 
} Operwe{ = { Opera } 
Cette P relie les deux fonctions du signe > entre Cls et entre P, et ex- 
prime les régles « opérer par ve, ou par a3 ». Voir P1-7. 
Si l’on considére le signe D entre P comme une idée primitive, la P-1 
définira le méme signe entre Cls. 
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Réciproquement on pourrait essayer de prendre comme idée. primitive 
la valeur du signe > entre Cls, et d’en déduire la valeur entre les con- 
ditions rea xeb par la méme P'1. Mais cette P contient déja le signe > 
avec la signification « on déduit » entre |’Hp et la Ths. 


2 aeCls._). a_ja | LEIBNIZ voir P3°3 | 


3 a,beCls.a_)b.xea ._). xeb | F1889 Pod | 
fae ge: ce Bs a,be Cls . ab .-: wea Dz . xed el 
(1). Import .D. P J 
Appelons p et q les conditions xea xeb. Par la Df P:1, la P*3 devient; 
PY -p DD. gq «side p on déduit qg, et la p est vraie, sera vraie la qg >. 
Cette forme de raisonnement est une espéce de syllogisme. 


‘4 a,bceCls.a)b.b_c._). a_ ec } Syll | 
} ARISTOTELES, Analytica Priora, lib. I, cap. IV: 
«Ei 1% A xzata aartds tod B, zai 1% B xata aartos tod I, 


avayxn 12 A xata aartds 100 I" xatnyoosiobau. » } 


} Lerpniz Mss. Philosophie viuiB 4 fol.17: 

« Nota [ aut vox est. eFd sivedTe. Si eld et dla tune ea. » | 

Cette P exprime le « syllogisme » abrégé en Syll. 

Soit xay une relation entre les objets x et y. Elle est dite « transitive 
si ray. yaz ._). raz. 

Le Syll dit que la relation > est transitive. La relation ¢ ne l’est pas. 
P. ex. de Te Np 

et Npeé(ensemble infini illimité dénombrable ) 
on ne peut pas tirer de conséquence. On dit que ¢ a le sens composé (sen- 
sus compositi), et > le sens divisé (sensus divisi). wea dit que @ est une 
propriété de x; x_a dit que a est une propriété des individus de la classe x. 


Ss ab,cdeCls.a_)b.b_)e.c_)d ._). a_jd 
[ Hp-Syll <=: @e.cad.syil =: Ths | 


6 a,bceCls ._): aDb_c .=.a)b.b_>c 


Cette abréviation se rencontre dans quelques démonstrations. 


* 3. m 
0 a,beCls >: ab=anh : xeab =. ré (ab) 
a,b,cé Cls ._): abe = (abje 
eo =. (ier : ate = Gate) : 
ab yc =. (ab) co : a_ljtc=—.a_joc) Df 
Ces conventions ont pour but de sous-entendre le signe na et des parenthéses. 
4 a,beCls ._): xeanh =. xea.%.xveb Df? — { Distrib(e,») | 
} F1889 P47 | 
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Cette égalité est une Df? (définition possible), car le signe a figure dans 
le premier membre entre Cls, et dans le second entre P. Si 1’on suppose 
connue sa valeur entre P, on en déduira la valeur de la formule xe ab; 
mais pour avoir dans le premier membre ab seul, il est encore nécessaire 
la transformation indiquée par la P6°2. 

Réciproquement si l’on considére comme une idée primitive le produit ab 
de deux Cls, on déduira la valeur du produit logique entre les P wea et xeb. 
Mais l’'Hp a,be Cls, par la P2-0 est déja le produit logique de deux P. 

Soient way et xfy deux fonctions de x,y. L’opération a est dite distribu- 
tive par rapport a la ~, si lon a 

xa(yfz) = (xray) B (xaz) |Distrib(a,f)| 

Le signe 4 droite indique le théoréme qui exprime cette propriété. 

P. ex. l’opération arithmétique est distributive par rapport a +-. 

L’opération ¢, dont le résultat est une P, est done distributive par rap- 
port a A. 

Ex. De la P: Np a(4N--1) > N?-+L-N? 

Opér vz . Distrib(e, a) .: xveNp.awe4N+1 >. we N?-+-N?. 


2 a,beCls >. abe Cls | F1897 P22 | 


3 a,be Cls ._). ab_)a 314. Hyp P:3 ._). ab Db 
| LEIBNIZ, Specimen calculi universalis, PhilS. t.7 p.218: 
«aest a» «ab est a» «ab est bd. »| 


‘4 a,byceCls.a_)b a_je ._). a_) be }Cmp } 
} LEIBNIZ Id. p.222: 
«Diversa praedicata in unum conjungi possunt, ut si constet a esse B, 
itemque aliunde constet a esse c, poterit dici a esse be.» | 
Elle exprime la forme de raisonnement dite « composer » (Cmp). 


3 a,bceCls . b_e ._). ab) ac { Oper } 
{ LEIBNIZ Id. p.222: 

«Si b est ec, tune ab erit ac. Quod ita demonstratur: ab est b, b est c, 
ergo ab est c, per regulam consequentiarum primam. ab est ¢, ab est a, ergo 
ab est ac per demonstrata supra. »| 

[ a,b,ceCls . bc . P31 .Z. abDb. bc. Syll >. abDe (1) 

» » » 3d.) i aaa. dae. Cmp |; a> ac } 

Cette P, analogue A §> P41, s’appelle « opérer par a ». 

La démonstration est la traduction exacte de celle donnée par Leibniz. 
Nous voulons décomposer les différentes déductions, qui sont complexes, 
dans les formes siinples. On verra par cet exemple comment cette décom- 
position soit longue. 

Hp signifie « hypothése du théoréme »; dans notre eas: a,b,ce Cls. by. 

Simplifier par la P3°3 signifie répéter la premi¢re de deux affirmations; 
‘inplifier par la P3-31 signifie répéter la deuxiéme. 


20. VII. 1900 
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Nous commencons a décomposer |’Hp en affirmations simples: 


Simpl (P3°3) .2>: Hp .D. a,b,ce Cls (a) 
Simp! (P3°31) .>;: Mp 29. 0=C (B) 
Simpl (P3°3) .>: a,b,ce Cls .2. a,be Cls (y 
(a). (vy). Syll .>: Hp .2. a,be Cls 
Simp] (P3°31) .3: a,b,ce Cls .2. ce Cls 
(a) .{@). yl): =: Hp .2. ce Cls 
Simpl (P3°3) .2: a,be Cls >. ae Cls 
(6) .(¢).Syll .>;: Hp .D. ae Cls 
Simp! (P3°31) a,be Cls .>. be Cls 
(0). (O) , Svll mE Hp “an F be Cls 
re. 3: a,be Cls .2. abe Cls 
(0). F321 . Syl .D: Hp ._). abeCls 
(ta) .(0).Cmp .2: Hp ..). ab,b ¢ Cls 
(¢B).(s).Cmp .>: Hp .D. ab,b,c ¢ Cls 
Peon ss aes <). abyb 
(8). P3831. Syll .>: Hp .D. abDdb 
(ty). (6). Cmp .>;: Hp ._). ab,b,ce Cls . abDb 
we). (B).Cmp .1): Hp .>. ab,b,ce Cls . abd) . bDe 
(ab,b,c)\(a,b,c)SvIl DD: ab,b,ce Cls . abDb .bDe .D. abDe 
COE Cais | Genes & Hp >: aoe 
P33 =: a,be Cls .2. abDa 
(6). £3:3 .Syll >: Hp .»: aba 
(ta). (n). Comp ._): Hp .2. ab,ae Cls 
(x) .(s).Comp .2: Hp .D. ab,a,ce Cls 
(xa). (00). Cmp .2: Hp .D. ab,a,ce Cls . abDa 
(zB). (ta). Cmp .D: Hp 2): » » abe 
ab,a,c)\(a,b,eCmp .2: ab,a,ce Cls . abDa.abDe .D. abDac 
(xy) . (#6) .Syll .>: a, 
‘6 a,b,e,de Cls .aDb.d>e «>. ad > be 
} LEIBNIZ Id. p.223: 
«Si a est b, et d est c, tune ad erit be. Hoe est praeclarum theorema, quod 
demonstratur hoc modo: 
a est b, ergo ad est bd per priora, 
d est c, ergo bd est be rursus per priora, 
ad est bd, et bd est be, ergo ad est be. Quod erat demonstrandum. » | 
} McCouLu a.1878 P9 | 
{ Hp. PS .>. adDbd . bdDbe .D. Ths ] 
‘61 a,b,c,de Cls. a_)b. a_)o. bed £2. ad SF 1897 P35} 
[ Hp.Cmp .D. aDhe.beDd.Syll .D. Ths |] 
62 —————.ab_)c.ac_d ._). ab ad {F1897 P37) 
[ Hp .D. abDac.acDd .D. Ths ] 
63 ————--.a_)b.be_)d ._). acd }F1895 P1115; 
[ Hp .D. acDbe.beDd .D. Ths | 
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.a_)bd.b_jc._). a_c_ } Leipniz Id. p.218 } 
[ Hp. P:3 .D. aDdbd.bdDb.bDde .D. Ths | 


% 4. 
 a,beCls >: a=b =. a)b.b Da 
| LEIBNIZ PhilS. t.7 p.225: 
«Si a est b, et b est a, tune a et b dicuntur esse idem. | 
{ McCoLL P7: (a=b)=(a:b\(b:a) } 

Cette P exprime l’égalité de deux classes par le signe _). 
se rencontre nécessairement dans toute définition, et ne peut pas étre défini. 
Si l'on veut considérer cette P comme une Df il faut regarder le deuxiéme 
avec le signe Df. Leur ensemble signifie « est égal 
nous posons ». Il n’est plus le méme signe qui figure 


Le signe = 


signe = comme lié 
par définition » ou « 
dans a=b. 

Ex: (2N)a(3N) = 6N 
«les nombres multiples de 2 et multiples de 3 sont multiples de 6». 
Na x3(38x—2 € DN) = SN-1 

« Les nombres x qui rendent 3x—2 multiple de 5 s’obtiennent de la for- 
mule 5y—1, en y remplacant y par tous les N >». 


1 aeéCls ._). a=aa } LEIBNIZ Mss. VIL p.3: « Adod » | 
(a,a,a)\(a,b,c)P3°4.. Simpl .>: ae Cls .D. aDaa ‘al 
2 


(a\b)P3°3.. Simpl .2: ae Cls .D. aaDa (2 
(Q).(2):Cmp.P0.): P| 


2 a,beCls ._). ab=ba } Comm { 


} LEIBNIZ Mss. vuB2 p.3: «ABo BA» { 
Soit way une fonction de x et y. L’opération a est dite commutative si 


lon a vay = yar |} Comm a | 


La P:2 exprime la commutativité de l’opération n. 
[| Hp. P33. P3°31 .D. abDb.abDa.Cmp .D. abDba (1) 
Hp . (b,a)|(a,b)P(1) .D. baDab (2) 
O32) sae | 
3 a,b,ceCls ._): a(bc) = (ab)e = abe { Assocn } 
} BOOLE a.1854 p.29 } 
On dit que l’opération a est associative, si 
(way)az = xa(yaz | Assoc a | 
L’opération A est associative. 
{ Hp. P33 .D. (ab)eDab.abDa .D. (ab\eDa 
» » » . ab_)b <ph (ab c_)b 
» »  (abjc ec . (2). Cmp .2. (abjeDbe 
(1). (3). Cmp .>. (ab)eDa(be) |} 
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Soient p, g, 7 des P contenant une variable, ou un systéme de 
variables &. 

0 p =m,» q signifie 

a ee ee Pe signifie 

“e. p.),¢=r signifie 


Ces P s’énoncent symboliquement : 
"4. a,beCls._)°. wea =,. web =. a=b 


41 abpeOls.):: wea. ): web. ). vec «=. ab Je Df 
"12 a,bjceCis ._):: wea.) : web =. wec «==. abe .ac_)> Df 

Dans la formule p .=r.q, la lettre « est apparente. On sous-entend 
lindice au signe = lorsqu’il n’y a pas d’ainbiguite 4 craindre. Voir $1923. 

Ex. aeNp .=. ae N+1. (a—1)!+1leNxa 

S— P13 §n P36 §/P1:3 §R P66 P14-1 Sr P10°1-°3,°5-°8 

Dans ces exemples l’indice au signe = est toujours sous-entendu. 

Dans la formule p.Dc: qg-_). 7, le premier >) porte Vindice x» qui pou 
étre sous-entendu; le deuxiéme ne porte pas d’indice. 

Des deux formes p_.g Jr et pg D7, la deuxiéme est plus simple, lors jwil 
s'agit d’une proposition seule; mais la premiére est plus commode lorsquon 
a une longue suite de propositions qui ont une Hp commune; alors on 
peut mettre en évidence cette Hp, et l’écrire une seule fois. 

Ex.: §R P2°6-7 P11:2-:4. 

La P:11 exprime, dans un eas particulier, la régle de l’exporter. 

Ex. de la *02: a,b,ceN ._): a=b .=. a+c=b-+ce 

a,beN .>: a?+b2 2 3N .=. ae 3N . be 3N 


2 apeCls ._): a_)b =. a=ab Df? 
} LEIBNIZ PhilS. t.7 p.214: «Omne A est B id est AB x» A. 
Cette P transforme ab en une égalité. Le signe > vy figure aussi pour 
pour séparer Hp de la Ths. Voir F1897 Pd2 note. 
[ a,beCls.adDb.P2:2 .D. aDa.aDb.Cmp .>D. aDab 
a,be Cis .a_b. (1). P3°3 .D. aDab.abDa. P40 .>. a=ab 
a@=00.P3'31 .>. ab 
(2) 43) 2. 2 7 
3 abecCis ._): a_)tc =. a_)b.a ec } Distrib( >.‘ ; 
} Mc CoLu a.1878 P12: «a: A)(x:B)(v:C) = (x: ABC). >! 
{ a,b,ce Cls . aDbe . P3:3°31 >. aDb.aDc (1) 
(i) Gmp .. 2 -] 
‘6 a,bceCls . abc .ac)b 2). ab=ae SFL897 Pdd; 
| Hp .>.ebinae acigab <=). Ths | 
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Ex. Appelons a, b, ¢ les trois équations 
xt+y=m syn (a—y)? = m*—4n 
Par des régles algébriques on a ab_lje acd; on déduit léquivalence 
des systémes ab et ac (mais non de ab et be). 


% 6. 
4 aéCls ._). ra(xea) =a Df? {F1889 P58! 
Cette égalité a le caractére d’une Df?, car le signe 3 figure dans le 

premier membre et non dans le second. Mais, contrairement aux autres 

Df, le premier membre est plus compliqué que le second. Dans la pratique 

on écrit le signe we en avant d’une P réductible, mais non réduite, a la 

forme wéd. 
2 a,beCls ._). ab = x3(xea nm. xeb) Df? }{ Distrib(3,r) } 
\F1889 P60} 
[ P31. Oper x3 .>. P | 
Cette P dit que l’opération 2 est distributive par rapport an. 


3 aeCls ._). a= x2( ue Cls.d Du lu. we) = $F1897 P61} 
[P2:3):.=) a,ueCls . au. rea .. xrEeu ) 
1). Export .> aeCls ._).°. wea Dz: ueCls . aDu .Dau . weu 
(2). Oper x2 ._) aeCls ._. a_) x3 » » ) 
aeCis : weCls .@Du..Du.. Ket =F ae Cle. ada s_ 3 wea (4) 
4). Export. Operaxz.2) = aeCls .2. xa(ue Cls . au «Du. xew) 2D a (d) 
(3).(5) .D. Pj 


Ex. §42:1Dm . 2°6Dm . §-3°8 Din. 


2 
9) 
0 


) 


(23433) == [(a@;y);3] Df {F1898 P70} 


2 @yp—G) —. ome. gd Df? }F1897 P71} 
Sur cette P voir RdM t.6 p.65, p.119. 


3 a,b,ce Cls ._):: 
red. )xct (xzy)eb._)y. (ayy)éc ==: wea . (ayy)Ed ._)ar,y. (ajyy)ec 
}F1894 $18 P2; 1897 P74! 


Considérons une condition contenant une variable 2, et deux conditions 
contenant deux variables 2 et y. Nous écrirons la premiére sous la forme 
wa, ou a est une Cls; et les deux derniéres sous la forme (x;y)eb et (xyy)ec, 
ob et c sont des Cls de couples. Alors la déduction 

wea . (x3y)eb ._r,y. (x3y)ec 
est identique a la 
rea .)2: (x3y)eb Dy . (asy)ec 
La P’3 est l’expression simbolique de régles « exporter » et « importer » 
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dont nous avons parlé dans les « démonstrations ». Un cas particulier est 
la Pd.11. 
Ex. dans les Dém. des §R P2°1 §4 P1:2 §Lm Pll 1°4 


‘4 a,b,ceCls ._):: 
WEA bos yeb._)y. (wy) €C =". yeb ._)y: LEA ._) x. (@,y)EC 
| PEIRCE a.1880 p.24 : ery ds)ijy(amiz)) | 


5 a,b,c,deCls ._):: 
LEA ._ jx: is (ay) Ec ._)y. (asy)ed ..=.". 
yed ._)y: LEA. (wy) EC ._)ax. (xy) ed 
{ Import. Export .>. = ‘y 
D’autres identités ott figurent des relations entre plusieurs variables son 
contenues dans §y P2. 


*K 8. 

“4 HO | Ex. §+ 3:1 | 

2 vy ak we 

3 omy. ys... 0m 

Ces trois semiittie de l’égalité sont indépendentes. Voir §vct P2:-1:2:3. 

Si l’on suppose vérifiées les °2°3, et que, étant donné un objet @, il en 
existe un autre y tel que r=y, P'2 > y=a, P'3 > Pl 

Voir Vailati RdM. t.1 p.127, t.2 p.161, et De Amicis RdM. t.2 p.113. 

Il y a des relations, différentes de ]’égalité, et qui satisfont aux condi- 
tions *1°2°3. 

Sont telles les relations géométriques : 

« la droite x est paralléle a la y » 
«la figure x2 est superposable a la y » 
« la figure x est semblable, ou projective, a la y ». 

Voir F1894 §39. 

Sil’équation fix,y) = 0, ot le premier membre est une fonction algébrique 
entiére des nombres « et y, exprime entre ces variables une relation ayant 
les propriétés °1:2°3, elle est réductible a la forme Fa = Fy, ot F est une 
fonction rationnelle. Voir IdM. a.1900 p.37. 


‘4 rays ce. Sosy. gos Df 
exprime une abréviation trés connue. 
3 aeCls. rea. yr ._). yea } F1895 §4 P10} 
‘6 w==y =: aeCls.vea._),. yea Df? { F1897 P80 | 
} Lerpniz Id. p.219: «Eadem sunt quorum unum in alterius 
locum substitui potest, salva veritate. » | 
L’égalité w=y signifie «toute classe qui contient 2 contiendra aussi y>, 
ou «toute propriété de x est une propriété de y»; ou « la vérité de la pro- 
position wea, qui contient x, n'est pas altérée si l’on remplace x par y.° 
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Cette P est une Df?, car le second membre ne contient pas le signe = 
qui figure dans le premier. La difficulté qu’on rencontre a la considérer 
comme une Df réelle, que le signe = sert déja dans la définition, peut 
étre éeartée par la remarque a la P4:0. 

La P-6 ne donne pas toute la signification de x=y, car on doit encore 
définir cette égalité pour les nombres négatifs, rationnels §n1-2 §R1:2, dans 
les Df par abstraction ; de P*1 on ne peut pas tirer la P40. V. F1897 p.39. 

Dans les traités d’Arithmétique on a les P 

2/3 = 4/6 2/3 est une fraction irréductible 4/6 ne l’est pas 
ce qui parait en contradiction avec la P*d. Ici le signe 2/3 représente 
d'abord un nombre rationnel, ensuite l’ensemble des trois signes 2 / 3. 


‘61 Dm P*1 asCls.wea. Simplit .=). eas P62), P 

‘62 Dm P:2 Bl) ee) wees (eae). 0) a) yes (eat) a), 

‘63 Din P3 Hp.) .deCls), wea. P'6 a): yea. Fo) a) sea >: Ths 
‘64 Dm P'5 P-6 . Import .>. P | F1897 P80-84 } 


§2 


¥% 1. 


‘0 a,beCls ._). avb = x3(ceCls.a_)e.b_)c._)c.xec) Df 
'F1897 P241! 
avb, qu’on peut lire « a ou b » indique done la classe des objets qui 
appartiennent 4 l’une, au moins, des classes a et b. 

L’opération indiquée par le signe uv s’appelle « addition logique ». 

Ex. §Np P2:1: Np n(3-+N) 2 (6N-+1) v (6N—1) 

§\ 5-9 §Num 2,°31,°32°5°6 Smax °3 §Dvr 1°33 §mlt 1:02°33 §q 43-7 §21°3 4:1 
Sins Pie, 2c. 

Leibniz a indiqué l’opération vu par le signe +, ou par le méme signe 
dans un cercle. Nous ne pouvons pas représenter par un méme signe les 
additions logique et arithmétique, sans produire des ambiguités. P. ex. : 

Np + Np = 2(N-+1), NpuNp = Np. 
Le signe + dans Boole a une signification un peu différente. 


4 a,b,ceCls ._): 
abuc = (ab)we : aube = au(be) : ashe .=. (avb) De: aDbuc .=. aD (bec) : 
adbuc = (asbyuc : xeaub .=. xe(aub) Df 


2 a,beCls ._). abe Cls 
‘3 » a_) aub : b-) aub 


| LEIBNIZ PhilS. t.7 p.240: «N estin A) NM» } 


[ §1P2°3 >: a,b;ce Cis . ae. be. wea ._): wee (1) 
(1). Export .>: a,be Cls . xea .2: ce Cls. aDe.bDe.De. wee (2) 
2 Foe! ide Un » » ._). ve aub (3) 
(3). Export .2: a,be Cls .D: xea Dx. we avd (4) 
(4). Operx? .. P | 
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a,b,cé Cls . ac. be ._). avb Dec} Lerpniz Id. p.232: 
A est in C et B est in C etiam A+B erit in C.>» | 
Oper we >: abe Cls >... Mead c=: ceCls: aoe. 0De ae . Lec 
1). Sinipl 3.-. awe Cls cea .: ce Cls . ae. 00 De. Zk 
). Import .>: a,b,ce Cls . xe avub .aDc. bc ._. xec 
3). Export .2).:. a,b,ce Cls . ape. bec ._: wea) Dr. wee 
Opera... P | 
8 a,b,ce Cls.a_)b ._). ave _) bec { Oper v | 
} Letpniz Id. p.239{ }| McCoLu a.1878 P10 |} 
‘6 a,b,c,deCls.a_b.c Dd ._). ace > Wd } LEIBNIZ p.232: 
«Si A est in M/, et B est in N, erit A+B in M-+-N. »| 
64 a_) bc. b_d.c_d .>. aDd 
9? 2 


} DE MorGan Formal logic a.1847 p.123 | 


se 2. a,b,ceCls ._). 
1 aaa } LEIBNIZ Id. p.230: 
«Si idem secum ipso sumatur, nihil constituitur novum, seu A-+-A o A. »| 


[ Dfv >. ava=axa(ceCls.aDde .Dc. rec). §1P6'3 .D. P | 


2 ab=lbha } LEIBNIZ Id. p.237 } } Commy { 
| Diy .): ab = waceCls.d>e.0D¢ Ds . wer) 
Comma... » » A, OSS ae ee Ce 


Din =): 9 bua | 


3 dubec = ae(bec) = (aeb)uc } Assocy | 
} SCHR6ODER al877 P3' | 
[ (aub\ue xalde Cls . awh Dd . cDd 2. xed] 
w2\d2Ols.\a od .0d . Cad «2. rd) 
x3|de Cls . add . bue Dd 2. wed] 
( 


adbuc) | 


4 b)0a = ab= } LEIBNIZ Id. p.252: 
«Si B est in A, erit A+BoA...Si A+Boo A, tune B erit in A. »} 


6 a )c.6)c =. ab de [ P1-23:4 >. P ] 
} McColl a.1878 p.11 | 


6 Pe .). Pre 
[ $1P63 D>. ad = wa ceCls.aud De 2. xrec) 
igo i ie F » » » ~.Oeso ye. » ) 

De la P1:0, considérée comme Df du signe v, nous avons tiré les P suc- 
cessives. Réciproquement de la derniére 2°5 on peut déduire la 1:0; et puisque 
la 5 est conséquence des P1:2°3:4, on aura une autre facon de traiter cet 
ensemble de P. On peut introduire l’idée uv comme primitive, en la déter- 
minant par les P1-2-3:4, qui joueront le réle de Pp (propositions primitives). 
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Si l'on remplace ab par bDa, et and par avb dans les P: 
§2 P5:2°3°4:5°6°61 6°1:2°3 7-2°3 
on trouve §3 P1:2°3°4°5°6°61 2°1°2°3 45 
La méme substitution dans les démonstrations des premiéres P, permet 
de tirer directement les derniéres des P1-2°3-4. 
Cette correspondence, dite « loi de dualité », a été énoncée par Peirce a.1867. 
Une troisiéme théorie du signe vu sera indiquée dans $= P3:1. 


a,b,c,de Cls .). 
0 abvac _) a(bec) 

[ P13 2D. bDbvc . CDbec . Opera .>. ab Da(bec) . acDa(bec) . P14 .D.P } 
“1 alc) _) abeac Pp 
Cette P n’est pas conséquence des P précédentes. Pour reconnaitre son 

indépendence, il suffit de donner aux signes Cls, aA, vy une interprétation 

qui satisfasse aux P précédentes, mais non a cette-ci. Considérons des points; 
par Cls indiquons les classes convexes de points, c’est-a-dire les w telles que 

Medu=w; au signe A conservons sa valeur ; alors, par la Df1-0 , aub indique 
la plus petite classe convexe contenant a et b ». Il est aisé de voir que 

subsistent les propositions précédentes du $v, et aussi les dualitiques, mais 

non la nouvelle ‘01. Il faut donc, en suivant l’ordre que nous avons ici 
choisi, la considérer comme une « proposition primitive ». Voir $= P35. 

4 a(bc) =abeac [=. PO. P-01] } Distrib(ry) | 

} LAMBERT a.1781 p.33: 
«Will man aber setzen (m-+n)A, so ist dieses = mA+nA. 

44 (aub)e = acube [Comm vu. Distrib (n,u) 2. P| 

42 (aub)(cud) = acvad ve beu bd } LAMBERT id. { 

ayvab =a 24 a(asb) =a } SCHRODER a.1877 P10°10' 
(auc\(bec) = abec [| Distrib(iyys) ] } PEmRcE a.1867 p.250 
(avb)(buc)(cua) = abe bewca } SCHRODER a.1890 p.383 
a=) =. asb_) ab } SCHRODER a.1890 p.382 
ac_h.a_jice =. a_}o | PEIRCE a.1880 p.34 
1 ac_)be.ac_) bec =. a>) — } SCHRODER a.1890 p.362 
ac== be. ae = boc =. a==b } » a.l877 p.12 
ab. bc =. ab_)be { PapoA F1897 
a_)bec.abd.ac_d >). ad } Prer1 F1897 


% 4. a,b,ce Cls .-. 
LEA wy. LED =. LE Ab Df } Distrib(e,v) 
{ F1889 P48 } 
Cette P exprime la somme logique de deux propositions wea et xeb par 
la P we aub, ol ne figure que la somme de deux classes. Puisque toute P 
est réductible & la forme wea, ou x est une variable, ou un systéme de 
variables, on aura défini la somme de deux P quelconques. 
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Ex. §SNp P1:2: ae Np.b,ceN .bXceNXa .D. be NXaw. ce Nxa 

Ex. §X 15 2:4 §N5°4°5 §> 2°4°5 ... 

La P-0 dit que l’opération ¢ est distributive par rapport 4 vu. L’opération > 
ne l’est pas. En effet de (N-+1)? 2 4Nu(4N-+1), on ne peut pas tirer 
(N-+1)? > 4N, ou (N-+1)? 2 4N-+1. 


1 £3( HEA ww. HED) = ab Df? { Distrib(2 .v) | 
' F1889 P62 | 


[ P:0. Oper x2 .>. P| 
Cette P exprime la somme logique de deux classes par une somme de P. 
* a@ jew b> ._). ab > } McCouu a.1878 P13 { 
21 a bu aye... ajc > » P14 


$3 A 
% 10 A = xa(aeCls ._),. xea) Df 
A indique la classe nulle. Leibniz l’a indiquée par N, initiale de Nihil; 
Boole et ses continuateurs par 0. Ce signe ne se rencontre plus dans F189! 
ou il est exprimé par les signes = et gy. Nous le conservons ici, car il 
perinet de traiter simplement quelques théories logiques. Ex: 
N°a(N3+-N3) =A il n’y a pas de cubes, sommes de deux cubes 
4 A €Cls { F1897 P436 ! 
2 aeCls ._). A_a { F1888 $2 P13 | 
|, 4P20 5D EN. es te MOIS an. OER 1 
(4) Snport .=.*. wef, .ae Gls >). wea 2 
(2) Export .o9::@eCls. .29: wef, «De. wea 3 
(3).Oper xe .D. P | 
3 aeCls.-). an = A } BOOLE a.1854 p.48 | 
[| 2 SSPPo2 a); PF 
4 aCs .> @4)A = aA } F1889 P38 
[ P2.5.P ] 
3 aeCls ._): a=/\ =: beCls._p.a_)b Df? 
{ F1897 P300 | 
a,b,¢c,dé Cls ._). 
6&2 .t=A ._). aA [ P4.8y1 5.P ] 
‘Tt @ >>. temA ._). acef } ARISTOTELES id. id. 
8 a_jc.b_d.cd=f\ ._). ab=f\_ } DE MorGaAN a.1847 p.123 


vA & 2. apb,cdeCls .2: 


1 wA =a } BOOLE a.1854 p.47 | 
[ Hp. P-2 D>. ADa. Su P24 .D. Ths ] 
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abe=f =. af .b=/\ | BOOLE a.1854 | 
F1888 §6 P9 } 


[ P14 2D: wb=A =. whDdA 
Sy P25 .D: » = GaN. Oa 
|S Ue Sa » 2. an, .tb=A, |} 
aan, uw tenf, .). ab==f\ $ F1895 §3 P11 } 
wbmae.Po=/\ .ae=f/\ ._). b= 
ab=od .a=c.ab==\\.cd=f ._). b=d 
{LEIBNIZ Id. p.234: «Si A+Bo C+D et AoC, erit Boo D, modo A et B 


itemque C et D sint incommunicantia. » { 
6 ab _jod.c_la.d)b.ab=f\ .-. 4c. b>d.cd=A 

} HAUBER a.1829 §291 | 
7 a_)bec.ab al, a Ce } DE MorGAN a.1847 p.122 


Une remarque curieuse est la suivante. Remplacons : 
xe Cls par xe N 
ab » asd, ou par « a est un diviseur de b » 
and » « le plus petit des nombres a et 6 » ou par «le plus grand 
commun diviseur entre a et b » 
« le plus grand des nombres a et 6 » ou par « le plus petit 
multiple commun entre @ et D 
KR » 1 
Subsisteront toutes les P précédentes qui ne canenggem que les signes 
indiqués, comme les §2 P3:4°5 Pd:2--64 P6-0--3 P72 , Prexla SA P27, 
par la deuxiéme substitution devient : 
«Si le nombre a divise le plus petit multiple commun entre b et c, et 
s'il est premier avec b, alors il divise ¢ ». 


3 « 
% 1:0 Soit a une Cls; -@ indique la Cls des “non a”. 
‘01 Soit p une proposition; =p désigne sa négation. 
Ex. de la négation d’une Cls, §Np P1:0: 
Np = (N-++1)-[(N+-1) x(N+D] Dt. 
Nombre premier signifie nombre (supérieur a ]’unité), non décomposable 
dans le produit de deux nombres ». 

Dans ce cas, et dans §N, °5°7 Sr 7 §N35 Smax 1:0 $Dvr 1°81 §Np 5:2 13:0°2°3 
$I'46°7 Slog 1:1°6°7 Sqn 2:0 SSubst 3-0 5-4 $q' 5°3 Stng 6-5 Svet 8°83 70°1°2°3-4 
SD 3:2°37 45°3 on a toujours |’expression bea ott la classe a est contenue 
dans 0. 

Dans $6 4:0 §qn 21-0 la classe a n’est pas nécessairement contenue dans b. 

Ex. de la négation d’une P: 

$>10°01 : a,be N . -(a=b) .-. a?-+-b? > 2ab. 
Autres ex: §-++ 2:4 §N,°3 Sr 10°1°3-4 11 §N4:2°3°5'6-7 SS 2-6 SNum 01-03 





05°3°8 $Y 1:6 Smax 12:2 Squot 2°7 §Dvr 1°9 SNp 10°3 12:2 §Sgm ‘3 Slim 151 
Sq’ 2° 4:2 5:2 §7 4:2 Stang 6:0°4 §vet 60°35°37 61:3 §D 3°21 51 3. 

Nous avons cités presque toutes les P du F contenant le signe =. On voit 
que leur nombre est trés petit. 

Le signe de négation se rencontre sous la forme du signe — de 1’ Arithiné- 
tique, avec lequel il présente quelques analogies formelles, dans Leibniz, 
Segner, Boole avec la méme valeur, ou avec des valeurs semblables. Dans 
quelques travaux il a la forme —. 

Nous ne donnons pas ici une définition symbolique de la négation ; nous 
la considérons comme une idée primitive, dont la valeur est déterminée par 
les propositions primitives 2°1°2°3 

Les P38, $¢ PG indiquent la possibilité d’autres théories, ott la négation 
est définie; dans F1897 P363 et 433 sont indiquées deux autres theories; 
mais elles ne sont pas développées. 


aéCls ._). <xrea)= r€ =a Df? 
» =f = 13 (xeN) Df? 
Les P Jient le double role de la négation entre P et entre Cls; la .1 
exprime la négation dune P par la négation d'une classe ; la 11 exprime 
Ja négation d'une classe par la négation d’une P. Il suffit done de consi- 
dérer l'une des P-0-01 comme exprimant une idée primitive, et prendre ue 
des P-1-11 comme Df. 
Pour supprimer des parenthéses on fait les conventions suivantes : 
s £2 =o) =, ae) Dt 
abe Cls Oe °3) weed w. =(7ed) Dt 
‘310 PYeEA =. Lee. YoEn | Ex. $Np P6:2--4 | Df 
‘4 ge-u =. £e(-a) : a-b =ar-b : -aDb .=. (-a)D) : -a=b .=. (-aj=) Dt 
3 LE = ree A [ P-1.P3.>.P } Comm(é,=) | 
On dit qu'une opération a est commutable avec la p si aBr=pax. Cette P 
dit que les opérations ¢ et = sont commutables. L’ operation > n’est_ pas 
commutable avec la -. En effet de = Np2N+1) « non est vrai que tous 
les nombres premiers soient impaires car 2e Np), on ne déduit pas 
Np > -2N+-1), « tous les nombres premiers sont pairs 
, 4-5 F1889 P46, 61.,... 


2. a,byceCls ._). 
eft ECls Pp 
=o) =a } LEIBNIZ Mss. VIB2p.3: «Acnnnna” {| Pp 
abe ._). dec) #b } Transposer { Pp 
a_)b ae /) _) =/1 » 
} Lemniz Mss. Phil. viiB 2 fol.l7: « A est B ergo nonB est non.t 
{ Hp .D. (-bjaDa .aDb .D. (-b}aDh . PB .D. (-b)(-b) Dea . Simplif .D. Ths 


Nous appelons « transposer » l’application des P-3°4, par l’analogie qu/elles 
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présentent avec la transposition des termes dans une égalité ou inégalité 
algébrique. La régle *3 est appelée quelquefois « la loi des inverses ». Nous 
appelons aussi « transposer » les régles P3°('71, et 4°2. 

La P-4, conséquence des précédentes, remplace la Pp’3 dans les Dm des 
P'5'51°52 31... 


5 a_ljb = “baa [ P-4. (-b,<a)|(a,b)P-4 .D. P 
F1888 P8 | 
aaeh ==. ott = oh | PS 5..P } 
"ema | a_)b : ==) } F1897 P118 ! 
aeab) = aeb } F1897 P117 ! 
a_)b =. aeb )b } Papoa F1897 P122 | 
53 deb = dea =. a=) ) VAILATI RdM a.1891 p.1035 | 
ab e —— d=c _) =) ) PEIRCE a.1L&80 p.3d { 
[ PB. (-c,-b)b,e P*3 >. P J 
aceCls . abe. deb Ye 22). ae 
2 (deb)e = (ac)-(be) } BOOLE a.1854 p.54 | 
ab=ac =. deb = AC } WHITEHEAD a.1898 p.40 { 


3. a,b,e,d,veCls ._). 
(hg) = #|(e A =))| Df? 
$2 P53 2D. abDa . abDb.. Transp .D. -adD ab). =bD =-.ab) 1 
1). Su Pd 2D. -au-b Db 2 
<a ,=b)\.a,b) (2) .D. abD -( <a (-) ] 3 
Sv PL3 2D. aDavb . bDawb.. Transp .>D. - ab) 2 <a .-(aab Dd. 
Cmp .D. ab) 2D (ea) -b). Transp . -(-a\(-b) 2 aed ) 
ae ae 


=(ub) = (#71) (#b) [P1.D. P] 
An) = = (@c1)u(=)) | Df? | -a,=-b)(a.b) P:2 = r 


] 
=(a)) = at v=) [ Ps. P ] 
)} 1-4 DE MORGAN a.1858 p.208 { |SCHRODER a. 1877 p.18 


P2°1°2°3.. P31. _-). Sv P30! \ F1897 P215 ! 
a,byce Cls 22D. abDab . acDac . Transp _). d= ab) -b .a-ae Dec. 
Cmp . d=.ab)=\ae\D bec . Transp .2.d=-b-c) D -|-.ab)-ae)]. Pl. 
>. abee)Dabsac | 
La P*1 exprime l’opération uv par les 9 et =; dans F1897 on I’a prise comme 
Df. La PS dit que de la ‘1, et des propriétés de la négation on déduit la 
Sv P3-01, qui se présenta ici comme Pp. 


‘6 a= abe deb } LAMBERT a.1781 p.ll: «as axr+alx> 


1 @ ¢ =. a jte ' PEIRCE a.1867 | } Transp | 
| Transp .D: a-b De .=. -bec Dea =. aD ince 
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‘71 ab_) od =. aac ~) du=b } Transp | 
} PEIRCE a.1880 p.36: (axbwe+d)=(ax d ~e+b )| 


8 deb = x3(cé Cls.a_) bec ._e. vec) Df? $ F1897 P257 | 
[ §1 P63 .>. a-b = xa(ce Cls . a-b De .De . EC) 
gar =;: > > . AZ) boc > ] 

La P’7 contient dans un membre le signe = qui ne figure pas dans le 
second; on peut la transformer dans la P-8, qui est une définition possible 
de expression a=. 

Si l’on prend la 8 comme Df, il ne faut plus considérer le signe -d, isolé, 
qui effectivement ne se rencontre pas dans les applications. En conséquence 
il faut modifier l’énonciation de quelques P précédentes. P. ex. la P2:4 doit 
étre transformée en a,b,ce Cls . db .D. c-b Dena. 

Il y a l’avantage 4 prendre la ‘8 comme Df, qu'on supprime la négation 
du nombre des idées primitives; mais de la ‘8 comme Df, et des P précé- 
dentes ce § on ne sait pas déduire les P de ce §. Voir un essai dans F1897 
P258-260. 

9 (Aol ar) = der obr } PEIRCE a.1880 p.36 

91 (are bex\(cr oder) = acr os bdex '{ BOOLeE a.1854 

92 (0 6 ber) = (e)7 6 (@b)(@x) ) SCHRODER a.1877 P.19 

93 ab _) ax ober ~) ab } SCHRODER a.1891 P.48 | 

94 dsb = We lett) ; > a.1890 p.508 

93 a= lec oCel ._). V= Ca Heo 

} Jevons Pure logic a.1864 p.61 

Cet A. a indiqué la fonction a-bubea par a 9 b; le signe 9 correspond 
au latin aut; le signe uv a vel. Cette opération a des curieuses propricteés, 
développées dans F1895 §3 P24-30, dont la plus importante est la “95. 


A= *® 4 abeCls ): 1 aa=/\\ 
} LEIBNIZ PhilS. t.7 p.230: « seu A-A x N 
{ P38 >. a-a=x2(ceCls . a acc . oe . “ec 
§v 1:3 =ws(ceCls..mDe. rec) if, | 
2 a)b=—ab=/\ Df? } Transp | 
} LEIBNIZ id. p.212: Omne A est B, id est ... A non B est non Ens 
} F1888 $6 P2 | 


[ 8A P21. $- P37. $A P14 .D: 
G2 =. Gow, = aa «=: av=f | 


3 a=nf\ =. aja Df? 


4 aD=A 
{[ Hp.§= P21 .>. -aeCls.§A P12 .D. AD-a. Transp .>d. P | 


5 de/f\ =a (ra Sub 2 er 4 
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vA= * 5. a,b,c,veCls ._): 
4 a=b =. debolbea=/\\ } SCHRODER a.1877 P175 } 
a= bc .be=f\ ._). b= acc } BooLE a.1854 p.3d | 


axe bec =f =. bx _)-a 


{ BOOLE p.101; SCHRODER a.1891 P49 | 
axwubex=/\ ._). ab=[\ { BOOLE a.1854 p.101 | 


La classe -A\ a été indiquée par Peirce, AJ. a.1887 et dans F 1889 et 
suivants, par le signe V/, qu’on lit « tout » ou « vrai». Toute expression 
obtenue en combinant une classe a avec des classes données par les signes 
ave est réductible 4 la forme axrub-x, ot a et b sont des classes détermi- 
nées. En effet une classe constante d= arxud=x; 
la variable r= VrufA-2; 
lasomme de deux expressions ayant cette forme a évidemment la méme 
forme; et les P3-91--92 réduisent a cette forme le produit et la négation 
d'une expression semblable. 

Si l'on pose fam axrub-x, on déduit fY =a, et fA =d; et l'on a le dé- 
veloppement de toute fonction logique : 

fe = fV)\eu (fA) 
du 4 Boole, et qui présente quelques analogies avec la formule de Taylor. 

Soit fia.y) une fonction logique des deux classes a2 et y. Développons 

par rapport a a, et ensuite les coefficients par rapport a y; on aura’ 


fry = TV Wey ve hANM ey ¥ [VIN ey ¥ LAVA ry 


En général, une fonction logique a 2” =r termes, chacun desquels con- 


tient un coefticient multiplié par le produit de l’aftirmation ou de la ne- 
gation de chacune des lettres. 

Si la tonetion ne contient que les m lettres, les coefficients auront néces- 
stirement la valeur Y ou la A. On obtient aussi 2” expressions différentes 
avec m lettres; parmi elles il vy a les classes constantes A, et VY. 

Toute déduction, et toute égalité entre deux expressions de la forme dite 
est réductible & une égalité dont le second membre est A, par P4:2 5:1; le 
systéme simultané de plusieurs équations est réductible & une équation 
seule, par Suv P22. En conséquence tout systéme de déductions on d'égalités 
logiques est réduetible 4 la forme 5:3, qui permet de la résoudre par rapport 
ila classe inconnue 2. 

Soient données x propositions conditionnelles, indépendentes entre elles; 
cest-a-dire telles qu’une quelconque ne puisse étre déduite des autres en 
les combinant par les signes Av=; cela arrive si elles sont indiquées par 7 
lettres variables. Par la relation qui passe entre les Cls, et les P condition- 
nelles, qui ne sont que deux formes d'une méme idée, on déduit qu’en les 

n 
combinant par les signes Av=, on peut eomposer 2" propositions différentes. 
Les signes Y et A, lorsqu’il s’agit de P, signitient « vrai » et « faux 

Considérons encore m classes indépendentes. En égalant toutes les fone- 

tions de ces classes 4 A, on a un ensemble de P; mais elles ne sont pas 
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indépendentes; car, par la Su P2:2, si le premier membre est une somme, 
on peut décomposer cette P dans l’aftirmation de plusieurs autres. 

Les P indépendentes s’obtiennent en égalant & A les produits des aftir- 
mations ou des négations des m Cls; elles sont en nombre de 2” = n. Les 
produits des affirmations ou des négations de ces n équations sont en nombre 
de 2x = p; parmi eux il y a le produit de toutes ces n P, qui est rédue- 
tible 4 Y=, proposition fausse, qui ne contient plus de variables, et que 
nous supprimons. On a encore p—1 produits contenant effectivement de 
variables. 

En affirmant la somme logique d’un nombre queleonque de ces P, on a 
2?-l=q propositions. L’affirmation de toutes, ou d’aucune P ne contien- 
nent plus de variables. On a en tout g—2 = 2 2{N2hn—1)|—2 propositions, 
qu’on peut énoncer avec m Cls, en les combinant par les signes n,vu, =, soit 
entre Cls, soit entre les P résultantes, et qui contiennent effectiveiment les 
variables. I] forment un systéme complet: en les combinant par addition, 
iultiplication, et négation, on a toujours des P du méme systéme. 

Si m=1, avec une Cls a on peut énoncer les 6 P: 

a=), -a=/\\ a-=/\ -a-=/\ 
a-=f\ .-a-=/\ a=. wv. -a=/\ 

Sur deux classes (m=2), on peut énoncer 32766 relations. 

Nous avons indiqué par des signes simples des deux relations aD) et 
a=b; quelques A. ont introduit des signes nouveaux pour indiquer d'autres 
relations moins importantes. 

Nous avons fait ce calcul dans F1888 p.X. V. aussi Schréder a.1891 p.164. 

Ces théories ne sont que partiellement réduites en symboles, et n’ont pas 
recu d’application dans les sciences mathématiques. 
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Ae«a & 1. abeCl .>+: 0 ga = ae=/\ Dt 
01 aab =. a(ab) Df 
Soit a une Cls; qa signifie «il y a des a, les a existent ». Nous exprimons 
cette idée au moven des précédentes par la P:0. Ex: 
npN’a(N°-+-N?) « Il vy a des nombres ecarrés, sommes de deux earrés 
§+- 2°52 §R4°8 SN4:2-°8. La P particuliére « quelque a est b » s’exprime. 
sans conventions nouvelles, par %y ab. 


‘1 wea ._). aA { F1889 Pd3 ! ‘Ex. : §Dvr P13 
{ Syll =>: aeCls. aaa . wea .D\ me), (1) 
(1). §-2°1.DfA .D: » » XE =A (2 


(2). Transp. Dfq .D. P | 
De xDa on ne déduit pas ya, si l’on n’est pas assuré que yx (P1-2). 


2 a_)b.aa._). ab [ $A 15. Transport .>. P j 

‘81 a Db .*): aa ._). ab } Oper a } | F1895 P116 { 
Opérer par Wy » signifie éerire le signe Wy en avant des deux membres 

d’une déduction. On obtient une déduction de méme sens. 
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‘3 ganb ._). aa.ab [P2 DP] { F1895 §3 P12 | 
‘4 a_jb =. a Clsr c3(a= be) Df? } F1897 P411 | 


% 2. a,b,ceCls ._).. 
4 (ayjed . Day. yeob == a x3l(ay)ea] .Dy. yeb 
| P4 = Elim # = (éliminer la variable «)} 

Supposons que dans une déduction : Ep .=). Ths (1) 
l'Hp contienne une variable 2, ou un systéme de variables, qui ne figure 
pas dans la Ths; le signe > porte comme indices x et d’autres variables. 
Alors la P (1) est réductible a la forme: 

S’il y a des & vérifiant Hp ) .>. Ths (2) 
ou le signe > ne porte plus comme indice x. La transformation de (1) 
en (2) s'appelle «élimination de 2». Dans la nouvelle Hp la lettre x est 
apparente. Dans plusieurs cas on peut la faire disparaitre. 

Ex. dans les Dém. de §>1:1:2 §Dvr 1:3 §0°33 §21°2 §vct 3-11. 


2 area yal(asy)ea] =. Tyz2 ara (ey)ea| =. aA 

Soit une relation ou condition entre les variables x, y, que nous représen- 
tons par (x;y)ea. Alors dans la P ‘il y a des x tels qu’il y ades y qui véri- 
fient la condition donnée ’’ on peut permuter les deux variables. On peut la 
transformer aussi en ‘ il y a des couples (a;y) qui satisfont & la condition ”’ 


3 ayalved. (ay)eb) =r. rea. a yal(ayy)eb| 
La P “il vy a des y qui vérifient le produit logique d’une condition en 
xv et d'une en (x, y) ” signifie ‘* la condition en x est vérifiée, et il y a 
des y qui vérifient la condition en y ’’. Autrement dit, on peut permuter 
le signe "yz avee wea. 
‘4 ganaxa}a baya\(axy)ec|| ==. a9 y3}a anva[(a;y)ec]} 
3 a (ajyja(vea.yeb) =. aa.ab 
“ Il y a des couples (x, y) qui vérifient le produit logique d’une con- 
dition en 2 par une condition en y ”’ signifie “ il y a des x qui satisfont 
i la premiére condition, et des y qui satisfont 4 la deuxiéme 


‘6 a yalred ._),. (wy)eb] ._): wea ._) ,. a yel (ary)ed) 
) 1-6 F1L889 P66, F1894 §18 ... | 
Ces P expriment les principales identités qu’on rencontre entre les syst¢mes 
de variables. Remarquons que la P-6 n’est pas invertible. (Elle a été in- 
vertie par les analystes qui ont confondu la convergence d’une série avec 
sa convergence uniforme, la P Scont 1°01 avec la P1-1, et dans d’autres cas). 


” 


vega 3 3. a,beCls ._): ‘4 a(aub) =. Faw. ab 

| F1895 §3 P10} —$ Distrib(a,v) } 
2 a) =. aClsca(asc=b) —~Df? { F1897 P412 | 
3 Id = =A = ed Df? } Papoa F1899 } 


20. VIT. 1900 RdM. t.7 3 
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0 ww y2(y=ax) | = (égal a a)! Df 

01 yet ==. yer): a_) tx =. a_\(x) : a= tx =. a=(tx) Df 
Dans quelques cas il est utile de décomposer le signe = (est égal 4), 

dans le signe ¢ (est), et dans un nouveau signe ¢ (égal A). Ce signe ¢ est 


l’initiale du mot éoos. En conséquence 4x désigne la classe formée par lobjet 
x, et treuty la classe composée des objets x et y. 

-.r signifie « différent de a». 

Ex. Np 02 > 2N-+-1 

tout nombre premier différent de 2 est impair ». Opérons par xe (§12'1), 
par Distrib(e,n) (§1 3:1), et Comm(e,=) ($= 1°5). Elle devient: 

xe Np. v=-=2 .2). xe 2QN-+1 

Transposons : we Np <5) a==2 iu: ve 2N--1. 

Ex.: §N,°4:5 Sr 11:2 7 11 §N35 SNp 4:31 13-2 §Q1-01-4 8-2 27-01 33:2, 

Les idées x et sx sont évidemment différentes; car si l'on opére par ye, 
on obtient les propositions différentes yer, et y=ax. 


1 YEW =. Y= f= Po) 
‘2 aeéCls ._): wea =. t# _)a Dt? 
[ §1 P85 .>: ae Cls.mea. uete .>. yea (f 
(1) . Export .>.°. aeCls. rea .): ye tr Dy . yea 

(2). Oper y? .: aeCls .xea ._). tx Da 

Sito l=). HE be 

4) >): aeCls .tx Da ._). xem .tx Da ._). rea 
(3) (8) DP ] 


La P:2 exprime la P singuliére xea sous la forme d’une P universelle, 

contenant le signe ¢. 
3 wVSy = ry eS TS a BD ea 
aeCis .)’. aexiw == wen : yea ._-), . yr 
3 aeCls ._): 2, yea =. leu ly _)a Df? 
6 aeCls ._). <a = r3(tx na =/\) Df? 
[ =A = £3 LE =A) = HItr _) -a) = HI(trna =A) ] 

Cette P exprime la négation au moyen des idées A. et ¢, définies par les 
seules idées des §$ 1 et 2. Nous pouvons déduire une des P fondamentales 
du signe =: 

64. P*6 ~) S= P24 
[ a,beCls .aDb .D. antxD bate 
» » ? OAIsZ=/) > CnirS=/) 
» > x3 > yao are _). bD-a | 
qe “7 aeCls _)- 264 .==. gaa = Df? [P-6DP | 
“S ale [ wee. §qll >. P | } *9°4°2°7 F1895 p.116. 
3°6 F1897 P423, 425, +3-4°3 Papoa RdM t.6 p.117 } 





(ime 

second 
eerit |e 
la forn 


Wasa «€=6LDE 
> : : yea ~~. a= Df? 
02 >» a y3(a=Ly) ‘5: Df? 
HpP0 ._)}: == 10 =. sea Df? 
. beCls ._).°. 0 6b ==: a= uw ._),. web Df? 
» » > Gx3(a=w . xEb) DE? 
>» Gand Df? 

» » >» ab 

._) 1 & [ (a\b)P-04D P |] 


» » (7a) =a 


O49) == 
4 eCs.a=w ._). r= 

Ka 4 A=? ClsnaxalaeCls .-),. 7a) Df? 
A=? 3 A=? x2[ae Cls ._),. dea =2] Df? 
honeses FI897T P430-5. °03°11°3 PADOA RdM t.6 p.118 F1899 | 


Soit @ une classe qui contient un seul individu «. Cela arrive lorsqu’il vy a 
desa, et si deux individus de la classe @ sont nécessairement égaux. Dans 
ce cas 1@ (ou ¢a des travaux préeédents ), qu'on peut lire ‘le @’’, indique 
lindividu a2 qui forme la classe a. 

Ex. §— 1:0: a,beN . b>a 2D. b—a = 1 Nax3(a+ar =b 

Soient @ et b des nombres, et soit a>b. Par b—ac on 6 eine le nombre 
qvil faut ajouter a4 @ pour avoir BD ». 

Nous savons de l’Arithmétique que, dans les hypothéses ¢noncées, la classe 

-~r==b) existe, et qu’elle contient un seul individu. On conclut, par 
b—aeN . a+(b—a=b. 

i, selon M. Padoa RdM t.6 p.117, on indique par « ae Elin a@ est un 
ment), VHp de la P-0, quelques P se présenteront sous une forme plus 
simple. 

Les P-01--03 sont des transformations de la méme définition. Nous ne 
ommes pas réussi 4 donner une Df du signe isolé 1¢, mais seulement de 
tvalité sya. Les P-04--06 expriment la P 1¢ eb) sous une autre forme, ott 
le figure plus le signe 1; puisque toute P contenant le signe 1@ est réduc- 
thle Ala forme 1a eb, ot b est une Cls, on pourra ¢liminer le signe 7 dans 
toute P, 

La P-2 dit que 1 représente Vopération inverse de ¢. Elle a le caractére 
(ine Dft?, car le signe 7 figure dans le premier membre, et non dans le 
vend. Mais le premier membre est plus compliqué que le second; on 
‘rit le signe 1 en avant d’une expression réductible, mais non réduite a 


la forme «. 
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Voir d’autres remarques dans F1897 p.50. 
Ex. §/ 1:0 §R 3:0 5:0 12:0 22:0 25:0 §r 2°2°3°6-7-9 Smod1-1 §max 1:0 
§1'1:0 §Log +1 §E1°1 §lim1:0 §sin—11:0 §vct 3:1'2°3 §S 1:0. 
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0 u,vEeCls ._). (utr) = (ay)3(weu . yer) 

‘01 > ~_): (ay) & (utv) ==. reu. yer 

02 urwecCls ._). (uiviw) = [(uir) 20] Df 
03 > > (eleiw) (xy; s)3(weu . YEL . ZEW) 

(wiv) désigne l’ensemble des couples formés par un objet de la classe wv avec 
un objet de la classe v; il faut distinguer ce nouveau signe, de (37) qui 
désigne le couple dont les deux éléments sont les classes wv et v. 

Ex.: §Num °7 

Num N = Num(N!N) « le nombre des nombres naturels est un inftini de 
la méme puissance que le nombre des couples des nombres naturels 

Slim 19°1°2 §Dtrm §/ 11:1. 
eas 4 (ley) = ay) 2 Ly = tx ® ty) 

3 wiwsesteal =. ay = 2; 
‘4 a,b,c,deCls.aa.ab.a;sb=e,d ._). aib=cid 
} 0-03 F1899 §8. 1-4 PADOA RdM t.6 p.120} 


% 1. a,bceCls ._).". 
‘0 ueayb =: xrea._),. cu eb 
01 we bfa =: wea ._),,. ux eb 


Note sur les fonctions. 


On peut prononcer « fonction » le signe f et « ef » le signe J. 

Ces signes permettent de représenter par les svinboles idéographiques les 
idées de « fonction, correspondance, opération » ete. 

P:0 ** Soient a et b des classes. Nous dirons que w est wn ab, lorsque, 
le signe w écrit aprés un individu queleonque de la classe @ produit un b” 
(P01) ** et que w est un Dfa, lorsque le signe w écrit en avant d’un ¢ 
produit un 0} ”’. 

Dans les traités d’Analyse on dit que a est la classe des valeurs de la 
« variable indépendente », et la classe b contient des valeurs de la fonction. 

P. ex. soit x un N; 2! (factorielle de x) est un N; done ! ¢ NyN. I] est le 
seul exemple de fonction J répandu en Analyse. 

Les expressions -+-a, —a, /a, ont les significations « ajouter @ », « retran- 
cher a », « diviser par a», et l’on a les P§ P5-4, S— P15, §/ P15. Ainsi 
se présentent naturellement les nombres négatifs et les fractionnaires. 

Dans l’usage commun et dans le Form., le signe de fonction précéde, en 
général, la variable. 
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Ex: mod sen @ nt dt E # Chf log sin cos B. 

Ici les valeurs de la variable et de la fonction sont des nombres de diffé- 
rentes espéces: N,n,R,Q,q,q’. 

Les signes de fonction Num, max, min, Dvr, mlt, 1’, 1,, précédent des 
classes de nombres; la valeur de la fonction est un nombre. 

Les signes Med 4 6 font correspondre des classes de nombres a d'autres 
classes. 

Une fonetion de deux variables est quelquefois représentée par un signe 
écrit devant le couple des variables. Ex. quot, rest, Cmb, mp. 

Dans d'autres cas on place le signe de fonetion entre les deux variables; 
ex. a+b, a—b, axb, a/b, aNd; ici a,b, et la valeur de la fonction sont 
des nombres. Dans a‘''b, ab, anb, avb, la valeur de la fonction est une 
Cls. Ont la méme forme les « relations » a=b, ab, asb, a<b; les signes 
de relation sont des signes de fonction, dont la valeur est une proposition. 

Quelquefois on écrit la variable comme indice a la fonction; nous 
conviendrons que ww U, ... ne différent, que par la forme, de wl w2 ... 

Plusieurs A. ont aujourdhui |’ habitude d’enfermer la variable entre ( ); 
mais dans la formule wa) les ( ) n’ont pas la valeur expliquée par §1 P1:2, 
car une lettre seule ne doit pas étre enfermée. Elles ne sont pas nécessaires, 
puisqu’on écrit logx et non log(x), f(x-+-h) et non fi(a-+-h)); elles ne se 
trouvent pas dans Lagrange, Abel, .... Dans le langage ordinaire la va- 
riable est mise au génitif; c’est cela qu’on veut indiquer par les (); Le- 
gendre a. VI p.135 écrit f:s, ott les (:) correspondent a « de ». Nous sup- 
posons le mot « de » incorporé dans le signe de fonction ; ainsi « log », 
signifie « le logarithme de ». 

Les signes f et 3 se présentent nécessairement lorsqu’on indique par une 
lettre un signe de fonction ; ¢’est-a-dire lorsqu’on considére une expression 
dont la valeur dépend de Ja nature d’une fonction, comme 2 JJ lim Dtrm D S. 

P.ex: X(f,u), ot we Cls, et fe qfu, c’est-a-dire f est une fonction numé- 
rique définie dans la classe w, indique la somme des valeurs de /, lorsque 
la variable varie dans la classe w. 

Pour quelques formes de la classe w la fonction f dans l’usage commun 
a des noms particuliers : 

neN ._). qflt'n = (succession de n quantités ) 

qf $ le) = (fonction numérique de deux variables qui prennent 
les valeurs de 1 a n) = (lettre qui, munie de deux indices variables 
de 1am représente une quantité) = (matrice d’un déterminant 
d’ordre n. 

qtN = (série, ou suite, de quantités ) §Lm Slim. 

qf\NiN) = (série double ) Slim P10. 

qta~b = ( fonction réelle définie dans l’intervalle dea ab) §cont P2. 

On pourrait convenir d’écrire toujours le signe de fonction en avant de 
la variable (f), ou toujours aprés (J); nous écrirons les P sous une seule 
des deux formes; mais nous conservons tous deux les signes f et J. 


‘1 Uué ab. x,yea . vy ._). wu = yu 
{ $1 P61 DD). we ze(seu = xu). Hp .D. ye s3(eu = xu) .D. The ] 
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ué ajyb.c_ja._). ue cyb [ Hp. wxec 2. xea.D.xueb:D.P } 
we ajb. b_)c __). UE AC [ Hp .D:xea .D. cued .D. euec:D. Ths 


2. a,b,c,dé Cls ._).’. 

ué ajo. ve bye. xea ._). eur) = (au)v = aur Df 
uebta.vectb.xea ._). (via = v(ux) = vux Df 
ue ab. ve bye ._). uv € aye 

ue ab. ve bye. we cid. weu +), (wu)(viv) = (wur)yw 


L’opération vu, définie par la P:01 est dite « le produit des opérations u 
et v ». Dans le calcul différentiel on Vappelle « fonction de fonction ». Si 
w et v sont des mouvements, et en général des pntfpnt, vu est dit le 
mouvement composé. L’expression vx est associative. 


} 1°0°-8, 2°0-2 F1895 p.6 | 


4 a,beCls . ue bfa .>). (ux)\x = u 
2 ———— ue ab ._). (|xau) = u . } F1898 | 

Le signe | est le signe d’inversion. 

Soit w un signe de fonction f; wx est une expression contenant x. Réci- 
proquement soit A une expression contenant la lettre variable a, par Av, 
qu’on peut lire « l’expression A considérée comme fonction de @ », nous 
indiquons le signe de fonction w qui, écrit en avant de , produit la formule 
donnée A. 

Si l’expression A a la forme wx, on déduit la P:1. Mais on écrit le signe 
jv aprés une expression, dans le but de Ja réduire 4 la forme uc. 

Ex: a” /n!'n représente le signe de fonction qui pour la valeur n de la 
variable a la valeur a” /n!. Done S(ar /n!|n, No) = (somme de la série 

(Se P'6). 

Le signe | désigne la variable dans les opérations Y, JZ, lim, D, S. 

P:2. « Soit A une formule contenant la lettre variable a; ({z)A_ désigne le 
signe de fonction qui écrit aprés w produit expression donnée A 

Par le signe | on peut indiquer la substitution; car si A est une formule 
contenant la lettre variable a, y\¢A indique « la valeur que prend Ja fonction 
jeA, pour la valeur y de la variable », ou « ce que devient la formule 4, 
lorsque lon remplace # par y ». On peut remplacer un couple, un terne, ... 
par un autre couple ou terne. Ex.: §+- P4:1--5 Dm, § x P1:41 Dm... 

Dans les formules uwxcie [xe ye (cu), la lettre x est apparente. 


; §l1 ‘ 
af‘ $ 1. a,b,e,deCls . ue bfa ._). 
0 Wa = Yy3( AA x32Uxr =y) | 





eg) See 


ol yeud =. FT x3(wea . ux =y) [ =P-0] 
02 wed. yur ._). ye wa 


On peut lire la formule w‘a par «u des a» ou «u de quelque a»; on 
doit la considérer comme décomposée en (u‘)a. La P:02 dit que la relation 
yewa résulte de l’élimination de x dans le systéme wea. wx =y. 

Ex: $Med 3 §Lm Slim 1°5 S§cont 1°2 §D4°5 §S3°1 ... 

Dans plusieurs cas le signe ‘ est sous-entendu par des conventions 
exprimées dans la suite: $+ 8°1-°3, §— 2:1, §x 2°0, §/ 2:1... 

On ne peut pas le sous-entendre dans tous les cas. 

P. ex. Num ‘ Cls signifie « les valeurs de l’expression Num w, ou w est 
une classe quelconque »; il représente l’ensemble du nombre 0, des nom- 
bres finis, et des différents nombres infinis. Num Cls signifie « le nombre 
des classes », qui est Vinfini Je plus grand. 


LEM ._). ue EWA 4410 wa _)b 
e_ja ._). ue _)u‘a 
Hp... Wostic=y) Diner sy).. Operg. Operye <>: P | 
clja.d a ._). u(cnd) >) u'en u'd [P:2>P] 
a (u‘ajrc ==. A aN w3(Ux EC) Ex. §Lm P1:1 Dm 
101 .a)e Wy (wane .=. Wen yal Yan x3(ux=y) 
Sq 2:4 2: » Wan xal of cn y3(y=ux)| 
OLt:say: » » (Wy cn suc ) 
<1 fot ORF » » (wa ec) | 


wa _)C == WEA._),. UN EC [ (-e]¢P3 D P |] 
recto ._). v(u‘a) = (vu)‘a 


3 e@_ja.d_ja ._). vlad) =u'euud 
a 


Dt. woud) = y2 a[(cud) n w3(uc=y)] 

Distrib(aw) .2. » y3 ale v3(ucy) v d x3(ux=y)] 
Distrib(q,w) .2. > y3[ [qe xe(ur=y)] v [qd x3(ur=y)] } 
Distrib(3,¥) .2. » ya[ yc v3(uray) | v yal q dx3(ur=y) | 
Liem | » weuwd | 


LEG ._). Wie = Ue 
{ -0°2°21°3 F1889 p.XV; °1°41°6 Papoa F1899 } 


abe Cls . ue ab ._-). Wu = y3 7 aN 73(xu =y) Df 
‘| ke Cls ._). Cls’k = y3 a Cls sr3(xwk =y) = Clsn y3(y_)k) Df? 
On peut lire a’w par «des a le wu». 
En conséquence Cls’k signifie «l’ensemble des valeurs de l’expression ak, 
ol 2 est une classe» c’est-A-dire, par la §q P1'4, «Classe de k». 
Ainsi Cls’N signifie « classe de nombres ». Ex. §max §Dvr §]’ 





—— 2 
§12 f sim rep idem 


a,b,cé Cls ._). 
0 uve (bfa)sim =: ue bfa : yea. ux = Uy ._)a,y. Hy Dt 
ué (bfa)sim .c_)a .__). uve (bfc)sim 
> . bc ._). ve (cfa)sim 
> . 0,YeO.._): omy a. UN UY 
» . v€ (cfb)sim ._). vu € (cfa)sim 
Le signe sim ou Sim signifie « correspondance semblable (similis) 
Ex.: $+ P5:2°5, §Q P33°0, Slim P10°4. 
ué (bfa)rep .=. uve (bfa)sim . b_) usa 
we(bfa)rep . ve (cfb)rcep ._). vu € (cfa)rep 
wé (bfajsim ._). ve (wat a)rep 
F1895 p.116, F1897 P521 } 
Le signe « rep » signifie « correspondance réciproque >». 
Ex. awe PO: a, Cls .>: Numa = Numb .=. 7 (bfa)rep 
§> P1-2°5°7, §77 P1'2, Slim P18-2°3 ... 
ry suppose écrites les formules correspondantes pour le signe J. 
°8 idemx =x Df }F1899! 
idem € afa . idem €(afa)sim . idem € (afa)rep . idem‘a =a 
«idem » représente lidentité; telles sont les opérations Arithmétiques 
+-0, —0, x1, /1, M, ‘NY, ... Dans la théorie des Substitutions Videntité est 
indiquée simplement par 1. Seul ex. §¥ PI‘71. 


$13. Variab F Funct 


4 u,veCls. fevfu.xeu ._). (fju)a = fe Df 
2 " ._). Variab(/;) = u Df 
‘3 ———- ._). vFu =93}a vfu afalg = (Fu)]} Df 
‘4 Funct = 92 4 (u;r)a[u,ve Cls. ge vFu] Df 
5 fige Funct ._): 

f=g =: Variabf= Variabg : ve Variabf .))x.fe=ga Df 
6 u,veCls ._-). vFu_) vrfu [ P-1. §fP1-01 .>. P ] 
7 weCls. xeu ._). [taFu)\x =a } 4-7 F1899 | 
Soient w et v des Cls; et fe vf. Si l’on donne l’opération 7, la classe 
dans laquelle l’opération est définie n’est pas déterminée; car si l’opération 
est définie dans la classe w, elle est aussi définie dans toute classe contenue 
dans w, par la §f P-2, et il vy a toujours la possibilité de la définir dans toute 
classe différente. P. ex. 1’ opération «mod» dans §mod P’0 est définie sur 
jes nombres relatifs ; en conséquence elle est définie sur les nombres po- 
sitifs, et dans ce cas coincide avec lidentité ; ensuite la méme opération 
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est définie sur les les nombres complexes d’ordre quelconqué, sur les sub- 
stitutions, sur les vecteurs, et on est toujours en droit de l’employer dans 
des nouveaux cas, présentant quelque analogie, et jamais de contradiction, 


avec les anciens. 

Dans quelques cas il faut considérer en méme temps une opération f et 
une classe « dans laquelle cette opération est définie ; c’est a dire le couple 
(fu). On rencontre ce couple dans les formules S(f,u), I(f,w), qui repré- 
sentent la somme, ou le produit des valeurs de la fonction 7, lorsque la 
variable prend toutes les valeurs dans la classe wv, et dans S(f,), qui re- 
présente Vintégrale de 7, étendue au domaine w de variabilité. 

P-1. A l’expression (f,w)w, ol w est une classe, f une opération sur les 
u, et 2 un uw, nous donnons la signification fx. 

P-2. Par variabilité de (f,) nous entendons la classe wu. 

P:3. vFu (v fonction définie des uw) indique les couples formés d’une 
vfu et de la classe w. 

P-4. «Funct» indique toutes les expressions de la forme vFu, ot wu et v 
sont des classes. 

P'5. Deux Fonctions définies sont égales, lorsqu’elles ont la méme varia- 
bilité, et dans cette variabilité produisent des résultats égaux. 

P'6. Toute F est f. Nous parlerons done des Fonctions sim, rep, ete. 

Ex: (mod, Q) = (idem, Q) 

« Les fonctions mod et idem, dans la classe Q, coincident 

Voir une autre facon de considérer l’égalité des fonctions dans Burali, 
RdM t.6 p.141. 

m,neN ._). Num(1°*'m F 1°°'72) = m 
Num (L'*'m F 1:*'2)sim = H[m—O:'*(n—1)} 
Num (1°*°7 F 1-*"n)rep = mn! 

l-mF ln = arrangements avec répétition 2 & n des nombres 1m. 
l-m F 1***n)sim » » simples 
len FP 1-**n)rep = permutations des nombres i'''n. 


» 


Ex. $520 $1710 11, §!2 §qnv10 Sperm-0 §Dtrm gSubst §D 1-2. 


$14 ™ (inversion) 
abeCls . ve(bFa)jrep ._). 
‘0 wt = 2 [(Variab 7)F(u Variab u)] 9 v3( vu = (idem, Variab 1) 
Df 
‘01 wt = (aFb) 9 v3[vu = (idem, a)] 
u‘us(idem,a) ‘2 wea. )jutursr 3 (uO 
a,b,cé Cls . we (bFa)rep . ve (cFb)rep ._). (eu) = te 


aéCls. uve (aFajrep. uv ru le ute Sr 
=i ae 
uitv 


1 


i —), 


» » » » 
Il faut considérer l’exposant —1 comme un signe simple pour indiquer 
l'inversion. Voir F1897 p.61. 





ALCUNI TEOREMI DI ARITMETICA. 


Fra le proposizioni che a mio parere potrebbero convenien- 
temente trovar posto nel Formulaire de mathématiques, pub- 
blicato dalla Rerwe de mathématiques, credo siano da annoye- 
rarsi le seguenti. 

La maggior parte di esse si riferisce a questioni sulla divisibilita, 
sul massimo comun divisore dei numeri interi, e sui numeri 
primi. I paragrafi in cui sono divise, ed i numeri d’ordine che 
le classificano indicano il posto che devono occupare in una 
nuova edizione del Forimulaire de inathématiques. Altre propo- 
sizioni formano il § 68 Noprf. 

Varie proposizioni sono anche trascritte in linguaggio  ordi- 


nario ; 
parola « numero » invece di « numero intero positirvo ». Perd, 


in queste trascrizioni adopero spesso, per brevita, la 


come si scorge facilmente confrontando la trascrizione in sim- 
boli di logica e la trascrizione in linguaggio ordinario d’ una 
medesima proposizione, quest’ ultima @ sempre meno rigorosa 
della prima; e quest? inconveniente non si pud evitare senza 
complicare considerevolmente l’enunciato delle proposizioni. 


8 25. X 
2N,+1 = 4N,4+1 ¥ 4N,—1 
§ 29. fs 
aeX, ._). (LON,+a)° ~) 10N,+a 
neN, ._). (N?+N?+EN,?)” 7) NEN OEN,? 
aeN, ._). Ud+1)(a+2)(a43)4+1 €N? 
aeN, ._-). Ud+1) ee NP. a(a+1)(a+2) € NY. 
aa+l)jee N?.aa+l)(a+2) -e N? }cont. $17 P1-92} 
abe €2N4+1 ef ab+tacthe «ee N? 
10N,4+2 v 10N,4+3 ¥ 10N,+7- 10N,+8 > =N,? 
aeN, ee: (10a+d) = aa+1)x 100425 
abceN,.@C=V+0C _). be3N,ece3Nn, . be aN, vcedyn,. 
aéoN,ub €5N, ue €DN, . abe € BON, 
aeN, . n€2N, ._). (L00a+24)” € 100N,+76 
aeN, . v€ 2N,41 ._). (L0004+24)" € 100N,424 
aeN, . n€N, ._). (L00a+76)” € 100N,+76 





<u & ws 


643 aeN,.neN,+1 ._). (100a+26)” € 100N,+76 
118 4N, _) N,-—N,’ 
11:81 neN,41 .-). N,” >) i 
11:82 N? _) TN, 4 (7N,+1)0 (7N,—1) 
11°83 x,” - ON, N] (9N,+1) (ON,—1) 
11:84 ae (2N,4+1)-(5N,) ... a—1 € 80N, 
11:85 meN, ._). 
rear 2th, . "4s" "e1ik, . 2 gl 7c 1'N,. 
4435 © 1TN, 2 po 5H gs O3N,. 112*—2"" ¢ ie 
oma Tt BON. 3% S41e730N, . 2” Ried OM, 
2? 49In—4 E49N, . 3°—8n—1L EGAN, . 2*°—lon—1 € i SN, ; 
Pt 48) oo 
11:86 néN,._). 3° °47"x2*""“e29N, . 2 —4" x5" €992N, 
19 a eae _) an—l Radian Ap P"—YP" enx(at+b) . 
am oe “enX(a+b) 
91 aen.neNw@BN, ._-. @"+a"+1 € N, xX (@+a+1) 
1592 a,ben ._). atte~t €6n 
Gea...) 
160 a@—lje6n 164 a(@—1)\(@—4) € 120n Cont §! P:2 
16°2 a(a®—1) €2730n 
€2n+1 ._). 
a(a*—1) € 240n 
w(ae—1)(a'—1) € 5760n 
aw(e—1\(a5—1) € 4032n 
w(a'—1)(a°—1) € 115200n 


Ty 
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1:7. La quinta potenza di un numero (N,) ¢ terminata colla medesima 
cifra di questo numero. Ne segue che se si secrivono per ordine le succes- 
sive potenze intere positive di un numero intero (N,), Vultima cifra d’una 
di esse, si ritrova periodicamente come ultima cifra di ogni quarto numero 
successivo, Es. per le potenze di 2 si ha: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 
1024, 2048, 4096, 8192 

6-0. Se si aumenta di un’unita il prodotto di quattro numeri interi con- 
secutivi (Ny), si ottiene per somma un quadrato (Ny? 

6-1. Un numero intero (N,) che termini per 2, 0 per 3, 0 per 7 0 per 8, 
hon pud essere un quadrato. 


6-2. Per fare il quadrato di un numero intero (Ny), che termini per 5, 


basta inoltiplicare il numero delle decine pel numero successivo, e scrivere 
2 alla destra del prodotto. 
64—41. Se un numero intero (N,) termina per 24, la sua potenza enne- 
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sima (neN,) termina per 76 o per 24 secondoché n é un numero pari od un 
numero dispari. 

6°42. Se un numero intero (N,) termina per 76, la sua potenza ennesiina 
(neN,) termina per 76. 

6°43. Se un numero intero (N,) termina per 26, la sua potenza ennesima 
(néeN,+1) termina per 76. 


§30. = > 
76 ae Rel .). a+/a>2 
La somma di due numeri reciproci interi o frazionarii (R) diversi dal- 
unita ¢ maggiore di 2. 
$31. 
abe0"9.aSb _). (10a+b)—(10b+a) = 9(a—b) 
a,b,c €0"9 .aSe ie 
(100a+10)+¢)—(100c+10)+a) = 99(a—c) 
abecm np € ord. aSe.100a+10b+¢)—(100ce+10b+a)— 
100m+100+p ._-). 1= m+p =9 
Note. 
2:0 La differenza fra un numero (N,) di due cifre, ed il medesimo numero 
rovesciato ¢ eguale a 9 volte la differenza delle due cifre del numero dato. 
2-1—2 La differenza fra un numero (N,) di tre citre, ed il medesimo iu- 
mero rovesciato, & eguale a 99 volte la differenza delle due cifre estreme 
de] numero dato; ed ha 9 per cifra delle decine, e 9 per somma delle sue 


due cifre estreme. 


$32. Num infn 
9 aéeN? =. Num N,\a/N,) € 2N,4+1 


~ 


11-4 neN, ._). ¥ (1"10") = 5xX10°-"X10"45x 10" 
11:5) neN, ._). S(1°710")? = S[3. 10" |r,0°-(2—1)] X 10°" 8 x 10" 
+ [3X 10"|7,0°"(2—2)] X10°-+5x 10° 
a&(2N,4-1)<(5N,) ee a(x,m)3i\v,meéeN, .ax= ¥(10"|77,0°"1)] 
aeN, ._). a(mn,n,x) 3 \neN,. xe N, 
ax = [¥(9X10"|7,0°"17) |X 10" 
{$(9X10"|7,0°"(n—1)] {X}X[7X10"|7,0°"(2—1)]| = 
1¥ {7X 10"|+,0°"(17—2)]{X 10" +446 10" +4} ¥ [2x 10"|7,0°"(n—2)]| 
xX 104-3 }IBN ALBANNA{ 
1S [9X10"|7,0°"(2—1)] 1? = J ¥[9X10"|77,0°"(72—2)] |X 10°" 
+8x10°+1 }IBN ALBANNA{ 
a = [4x10"|7,0°"(22—1)] . b = ¥[4XK10"|7,0""(2—1)] ._). 
a+b+1eN? 


$53. >» 





dun 


ima 


‘ima 


oe) a ee 


11992 @ = S[10"|r,0-(2n—1)] . b = S[4X10"|7,0(n—1)] ._). 
at+b+1 éN;? 

11:93 aéeN,.neA4Nn, ._). S[(a+a)"|x,0°°9] € 10N,4+3 

11:94 aneN,.nee4N, ._). S[(a+x)"|a,0°9} € 10N,+5 

11:95 aneN,+1 ._-). a Nwnala* = ¥ }2(m+a)4+1)a,1"a! 

11:96 ann eN,. xve[Or(10°—1)] F(L7) . 10" —-1 € N,xa. 
b = X(xv,X10""|r, Ovrm) . Saw EN,Xa ._). DEN, Xa 

\ Aspe E. Gein. — Traité d’Arithmétique Elémentaire — 

Huy a.1897 p.99 |. 

1197 amnpeN,.n=ptl.sxre [O(10"—1)] Fin) . 
y € [(0°°(10"—1)] F(L-"p) . 1041 EN xa.b = X(7,.K10"°”)| 
r, On) S(Y,.X1O%P"* V7, Op). Sw—Yy EN,Xa ._). 
beN,xa } GELIN. 1. c. P100 } 


Note. 


11-4 Per avere la somma dei numeri interi da 1 a 10” (neN,), basta seri- 
vere 5, poi n—1 zeri, poi 5, poi n—1 zeri. Es. la somma dei numeri inter 
da 1 a 108 & 500500. 

115. Per avere la somma dei quadrati dei primi 10” numeri interi (neN,), 
basta scrivere 2 volte il 38, poi 8, poi n—1 volte il 3, poi 5, poi n—1 zeri. 
Es. la somma dei quadrati dei primi mille numeri interi (1000 = 10%), é 
333 833 500. 

11:6. Ogni numero dispari (2N)-+1) che non termini per 5 ha un multiplo 
formato con sole cifre 1. 

11:7. Ogni numero intero (N,) ha un multiplo formato con sole cifre 9, 
seguite 0 non da zeri. 

11-8. Il prodotto di un numero intero (N,) formato da n cifre 9 (nen, 
per un numero intero (N,) formato da x cifre 7, si ottiene scrivendo n—1 
cifre 7, poi 6, poi n—1 cifre 2, poi 3. Es. 99997777 = 77762223. 

11-9. Per avere il quadrato di un numero intero (N,) formato da x cifre 
J neN,), basta serivere n—1 cifre 9, poi 8, poi n—1 zeri, poi 1. Esempio 
9999? = 99980001. 

11°91. La somma di un numero intero (N,) formato da 20 cifre 4 (méeN, i 
edi un numero intero (N,) formato da m cifre 4, aumentata di 1, é un 
quadrato. Es. 4444-+-44-+-1 = 4489 = 67°. 

11:92. La somma di un numero intero (N,) formato da 2m cifre 1 (meN, 
edi un numero intero formato da m cifre 4, aumentata di 1, é un qua- 
drato. Es. 111111-+-444-+-1 = 111556 = 3342 

11:95—4, La somma delle potenze simili di dieci numeri interi consecu- 
tivi (N,) termina per 3 0 per 5 secondoché |’esponente della potenza é divi- 
sibile o non é divisibile per 4, 
11°95, Qualsiasi potenza ad esponente intero, positivo, maggiore dell’u- 





fom 


nita, di un numero intero a (aeN,), & la somma di @ numeri dispari con 
secutivi. 

11:96. Un numero intero (N,) é divisibile pel numero intero a (aeN,) se 
a divide 10” —1 (neN,), e se a divide anche la somma dei gruppi di 7 cifre iy, 
cui si pud scomporre il numero dato, partendo da destra. (L’ultimo grup) 
a sinistra pud anche avere meno di 7 cifre). 

Sia p. e. n=1, sara 10” —1=9 = 3?; ed avremo: Un numero é divisi- 
bile per 3 0 per 9 se & divisibile per 3 0 per 9 la somma delle cifre del 
numero dato. 

Sia p.e. n=2, sara 10” —1=99 = 3’X11; ed avremo: Un numero é divi 
sibile per 11 0 per 33 0 per 99 se é& divisibile per 11, per 83 0 per 99 la 
somma dei gruppi di due cifre in cui si pud scomporre il numero dato, 
partendo da destra. FE cosi di seguito. 

11°97. Un numero intero (N,) é divisibile pel numero intero a (aeN, , se 
a divide 10”-+-1 (méeN,), e se scomponendo il numero dato in gruppi di am 
citre, a partire da destra, la differenza fra la somma dei gruppi di posto 
dispari, e la somma dei gruppi di posto pari, ¢ divisibile per a. (L’ultino 
gruppo a sinistra pud aver meno di m cifre). 

Sia p. e. m=1, sara 10”4-1=11; ed avremo: Un numero é divisibile 
per 11 se, scomponendo il numero in gruppi di due cifre a partire da 
destra, la differenza fra la somma dei gruppi di posto dispari, e la sominu 
det gruppi di posto pari é divisibile per 11. 

Sia p. e. m=3, sara 10”4-1= 1001. I divisori di 1001 sono 7, 11, 15, 77, 
91, 143, 1001; e quindi avremo: Un numero ¢ divisibile per 7, 11, 1°, 77, 
91, 143, 1001, se, scomponendo il numero in gruppi di tre cifre a partir 
da destra, la differensa fra la somma dei gruppi di posto dispari, ela somina 
dei gruppi di posto pari, @ divisibile per 7, 11, 18, 77, 91, 148, 1001. i 


cosi di seguito. 


$34 Il 
19 ne N,+1 ee | SEL (2+47) x, O°(in—1 = IT{(i+1) a 2)1| 
1°ol ve N,+1 he: IT (n+1 i AT (22—1) x, ini 2” 
! Kliigel a.1803 t.1 p.313. | 


1:92) meN,.nveN4l «>. Mint] ee N, MN,4I) 


Note. 


1°9. I] prodotto dei primi 2 termini (zeN,) della progressione aritmetica 
— 2.6.10. 14.... @ eguale al prodotto dei primi 2 numeri interi consecutivi 
che seguono n. Es. 26101418 = 6«x7T«K8xKIXK1O0. 


1°91. I] prodotto dei primi 2 numeri interi consecutivi che seguono 2 


neN,) & eguale a 2” moltiplicato pel prodotto dei primi nx numeri dispavi. 
Bs6X1KS Ko KIN SKI XS OX TX9. 


1-92. fl prodotto di quanti si voglia numeri interi consecutivi non puod 


mai essere eguale ad una potenza ad esponente intero, positivo, maggiore 


aii. 
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$42, max min 


153 aweN,.meN,+1 .NumNwaN)=m.relrm ._-. 
min (N,,a/N,)Xmin,,_ (NaN, =a 


Nota. 
15°3 Se si dispongono per ordine di grandezza tutti i divisori di un nu- 
mero (N,), il prodotto di due divisori equidistanti dagli estremi ¢ eguale a 
nunero dato. 


$45 quot rest 
a,b,c EN, ae rest(a+b, c)= rest[rest(a,c) + rest(d,¢) , ¢| 
EN,.meN,41.veN Flim ._). rest(Xa,a)= 
rest[ X(rest}7,a{ , a)] 
a,bceN, ._). rest(ab, c) = rest[rest(a,c)xXrest(D,c) , ¢) 
aeN,.meN+l.veN, Fle m ._). restlle,a) = 
rest I(rest},a', a)] 
a,b,c,déN,.rest(a,c)=rest(d, c) me | rest(a+d, c)=rest()+d, ¢) 
» » » >» yrest(ad, c)=rest(bd, ¢) 
a,b,e,d € N,.a>d .b>d . rest(a,c) = rest(b,c) ._). 
rest(a—d, c) = rest(b—d, c) 
a,b,c €N, ae rest(a, be) = rest(a,))+rest[quot(a,)) , ¢]xd 
a,b,c,d €N, re * rest(a, bed) = rest(a,b)+rest[quot(a,)),¢]X0+ 
rest }quot! quot(a,b), ¢, d(xbe 
abeN,.a>b ._). rest(a, a—b) = rest(b, a—b) 
abc eN, cae rest(@,c) = rest(),¢c) =. rest(a+ii, ¢) = 
rest(b+i, ¢) 
» » ie resuan.¢)} = 
rest(bin, ¢) 
a,b,in €N,.a>b oe | rest(a™, a—b) = rest(b™, a—b) 
aeN, ._). rest(a,6) =rest(’,6) . rest(a’,4) = vel 
abn EN, ._): quot(a,b) = quot(a, b+) =. rest(a,y)S 
[quot(a,b)| xi 
adn & N,.0>m can quot(¢,b) = quot(a, b—i) =. 
b—rest(a,b)>[quot(a,d) +1] Xi 
abnmeN, ._): quot(a,b) = quot(a+im, b+i0) =. rest(a,))<= 
[quot(a,b)—1] Xi 
abeN, ._-). max N,Av3}quot(a+a,b) = quot(a,b)( = 
b—rest(a,b)—1 
abeN,.a>b ._). quotia, a—b)—quot(b, a—b) = 1 





— 48 .. 


a,b,cé N,.a>b.rest(a,c) = rest(b,c) .). a—be N, xc 
a,b,c € N, . rest(a,c)+rest(b,c) € N,xc ._). a+beN,xc 
aeN,.neN,41.ueN,Fln .): sue N, xa =. 

x rest(u,a) € N,Xa 

a,b,n € N,.xe[0""(10"—1)] .10"e N,xb ._). rest(x,b) = 


i°* 


rest(aX10°+, b) 

A,M,N E N, . £€ [0°°(10°—1)] F( 1"). 10° —1 EN, Xa mae: 
rest($x,@) = rest[¥(@,.xX10°" |7", Om), a] 
amn,n,peN,.n=pt1 . xe[0"(10"—1)] F(1"7) . 
ye[Or"(10"—1)] F(1"p). 10" +1 € N,xa._). rest(Sa—Yy, «)= 
rest[¥(@ x 10"°” |7,0°"72) + S(y,.X 10"2"* Y7,0°"p) , a] 


Note. 


3°1. Il resto che si ottiene dividendo una somma di pit numeri (N,) pe: 
un numero a (aeN,) & il medesimo che si ottiene quando si divide per « 
la soma dei resti ottenuti dividendo ciascun numero dato per a. 

3°21. I] resto che si ottiene dividendo un prodotto di pit numeri (Ny per 
un numero a (aeN,) é il medesimo che si ottieue quando si divide per « il 
prodotto dei resti ottenuti dividendo ciascun numero dato per a. 

3°85. Affinché il quoto di due numeri (N,) non cambi quando si aunenta 
il divisore di m unita (meN,) & necessario e sufticiente che il resto della 
divisione dei due numeri dati sia maggiore od uguale ad m _ volte il loro 
quoto. 

3.86. Affinché il quoto di due numeri (N,) non cambi togliendo m wnita 
méN,) al divisore, & necessario e sufticiente che la differenza fra il divi- 
sore ed il resto sia maggiore di m volte il quoto aumentato di 1. 

3°87. Affinché il quoto di due numeri (N,) non cambi aggiungendo » 
unita (méeN,) al dividendo ed al divisore, @ necessario e sutficiente che il 
resto sia minore od eguale ad m volte il quoto diminuito di 1. 

3°90. I] pid grande numero (N,) che si pud aggiungere al dividendo senza 
alterare il quoto & eguale al divisore meno il resto, meno 1. 

3°94. Affinché la somma di pitt numeri (N,) sia divisibile pel numero a 
aeN,), @ necessario e sufficiente che sia divisibile per a la somma dei resti 
che si ottengono dividendo per a ciascuno dei numeri dati. 

3°95. Se il numero b (beN, divide 10” ‘neN,), il resto che si ottiene divi- 
dendo un numero (N,) per b @ il medesimo che si ottiene dividendo per } 
il numero formato dalle ultime n cifre a destra del numero dato. 

Es. se n=1, i divisori di 10” sono 2, 5, 10, e si ha: Il resto che si ot- 
tiene dividendo un numero per 2.0 per 5 0 per 10 & il medesimo che si ot 
tiene dividendo per 2 0 per 5 0 per 10 Vultima cifra a destra del numero 
dato. 

3°96. Se il numero a (aeN,) divide 10” —1, (neN,) il resto che si ottiene 
dividendo un numero (N,) per a é@ il medesimo che si ottiene dividendo 





a ie 


per @ la somma dei gruppi di » cifre in cui si pud scomporre il numero 
dato, partendo da destra, (L’ultimo gruppo a sinistra pud avere meno di 7 


cifre). 

Es. se m==l, 10” —1=9, e si ha: Il resto che si ottiene dividendo un nu- 
mero per 8 0 per 9 é il medesimo che si ottiene dividendo per 8 0 per 9 la 
somma delle cifre del numero dato. 

3-97, Se il numero «@ (aeN,) divide 10% -+-1, (meN,) il resto che si ottiene 
dividendo un numero (N,) per @ é il medesimo che si ottiene secomponendo 
i) numero in gruppi di » cifre a partire da destra, e dividendo per a la 
diferenza fra la somma dei gruppi di posto dispari, e la somma dei gruppi 
di posto pari. (L’ultimo gruppo a sinistra pud avere meno di 7 cifre). 

Es. se n=l, 10% -+-1=—11, e si ha: Jl resto che si ottiene dividendo un 
numero per 11 & il medesimo che si ottiene dividendo per 11 la differenza 
fra la somma delle cifre di posto dispari, e la somma delle cifre di posto 
pari del numero dato. 

$44 Dvr 

N, X Dvr 
abn EN, ._): 
144 D(a,b) =1. D(b,i) =1. D(a) =1 «>. Diab, am-+bn) =1 
143) D(a,b) =1 «>. D(a+b, ab) =1 
146 a>b. D(a,b) =1 ._-). D(a—b, ab) =1 
b47) D(a,b) = Dia+bin, a+bin+b) 
148) D(a,b) = Dia+bmn, a+bin—b) 
tot D (a,b) =D b, b—rest(a,)) | 
192) a>b. D(a,10) =D(),10) =1 scale C+? E10ON, wv. t—oe 10N, 
193. D(a.b)=1 . Dia+b, 3)=1 me Dia+b, we—ab+b’) =] 
194 a>b. D(a,b)=1 mae D(a+b, a—b) = 11 ye2 
30 Dia/D(a,b) , b/D(a,0) | =1 

Se due numeri (N,) si dividono pel loro massimo comun divisore, i quoti 
sono primi fra loro. 

M abe € 2N4A1 22). D(a,b,c) = DU (a+b)72, (a+e)72, (b4+0)72| 
32 a,b e N, ._). D(a,b) = Num N,nvalvelb. av EN, Xb] 

{l massimo comun divisore di due numeri @,) (\a,beN,) & eguale al numero 
dei multipli di 6 contenuti nella serie a, 2a, 3a, ..... ba. 

33 NEN AL. weN Fler. aeN Xu.rselon. ress. _),,, 
D(u,, ¢,) = 1 :_). aeN xu 
Se un numero (N,) é divisibile per pit altri primi fra loro a due a due, 


¢ divisibile pel loro prodotto. 


S45 mlt 


dL n€N AL 2D. m(127) = mf (2+1)"27] 


20. VIL. 1900 RdM, t.7 4 
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§50 Np 


néeN, ._). #""'41-<eNp 

n€N,+1 ._). n'+4-eNp 

aéNp .a>3 ._). a’ € 24N,41 

agNp .a>3 ._). a € 18N,41 ¥ 18N,—1 

pe Npet2. gé1-(p—1) ._-. S[rPq|r, l(p—D] e Ny xp 
}MATROT, Revue semestrielle a.1900, t.8, p.40{ 





meN,.néN,.pe Npet2. ge 1-(p—1) ._-). di 

SiN p—i+q]7, U(ap—IieN xp : 

}PAPPIT, Revue semestrielle a.1900, t.8, p.40{ s 

592 aeNp._). II[l(a—1)] -€ N,xa : 

593 ae (N44) =Np ._). H[1"(a—2)] € N,xa Oe 

594 aeNp.be2N,.a>b ._). Il\(a—b)(a—1)]/b! e N,xat+! | 

5941 aeNp.be2N,41.a>0._). M{(a—b)(a—1)]/b! € N,xa-1 O 

593 aeNp.be2N,.a>b dD. M{(a—b)(a—2)| (0-1)! € N,xo—b ‘ 

5y'951 aeNp.be2N,41.a>b._). pe 

IT\(a—b)"(a—2)| (b—1)! e NyKa+0 ( 

596 néeNFl1.aeNp.xveN Flen. lve N,xXa ._). me 
alnare(a,éeN,Xa) 

3 

Se un numero primo divide un prodotto, esso dividera uno almeno dei diy 

fattori. dat 

- y T nr! Y liv’ 

597 neN,+1.aeNp.xveNpFivn. Ir eN,Xxa ._). : 

a len Ar3(a,.=a) led 

Se un numero primo divide un prodotto di numeri primi, esso ¢ eguale 
ad uno di essi. 

0s 

106 peNp.aéN,=(N,Xp).rysel(p—l). ress ._). mer 

cifre 


rest(7a,p)==rest(sa,p) 
Siz 

Se un numero a (aéN,) non é divisibile pel numero primo p, i multipli le di 

successivi di a, fino a quello ottenuto col moltiplicatore p—1, divisi per /, 


danno resti disuguali. 
10°77 a,beN,.a+beNp ._). Di(a,bj=1 we 


10°71 a,beN,.a>b.a—beNp ._). D(a,b) = 1.0. a,beN,x(a—) Qui 
10°72 a,beNp.mneN, ._-). Dia" +b" ,a) = D(a" +b",b) =1 : 
10°73 a,beNp.imneN,a">b" ~~). D(a" —b" a) =D(a" —b",)) =1 


a,bm,neN, ._): 
X", X"BX"a EN,xbD ._). aE N,xbd 
mXX"—1, EX “a+(X"BX~“a)xim EN,Xb ._). ae N,Xb 
mXX"+1, EX™“a— » > » * a @ 


Un numero intero (N,) é divisibile pel numero intero b (be N,) seb 
divide 10” (ne N,) e divide anche il numero formato dalle ultime n cifre a 
destra del numero dato. Sia n = 1; i divisori di 10 sono 2, 5, 10, e si ha 
il noto carattere di divisibilita per 2, 5, 10, cioé: Un numero é divisibile 
per 2, 5, 10, se la cifra delle unita é divisibile per 2, 5, 10. (Se la citra 
delle unita 6 zero, il numero é divisibile per 2, 5, 10, perché neN, .D. 
0 Ny X72). 

Sia n = 2; i divisori di 100 sono 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100; e si ha: 
Un numero @ divisibile per 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100 se il numero for- 
mato dalle ultime due cifre a destra é divisibile per 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 
100. ‘Se le ultime due cifre a destra sono due zeri, il numero é divisibile 
per ciascuno dei numeri sopra considerati). E cosi di seguito. 

Questa proposizione si sarebbe anche potuta scrivere assai semplice- 
inente cosi : 

a,b,n € N,. 10", rest (a,10") €N|Xb ._). ae N,xb 

31 Un numero intero (N,) é divisibile pel numero intero b (be Ny), se D 
divide m x10" — 1 (m,ne N,), e se separando vn cifre alla destra del numero 
dato, la somma del numero di sinistra e di m volte il numero di destra é 
divisibile per 0. 

Sia p. e. m=9, n=2, sara m X10" — 1=899=2931; e quindi avremo 
ledue proposizioni : 

ag N,. be (0°99) .a+9b € 29N, .>. 1000-40 € 29N, 
> » .a+9b € BIN, ._). 100a+D € 31N, 

Ossia: Un numero (N,) & divisibile per 29 o per 381 se la somma del nu- 
mero delle centinaia, @ di nove volte il numero formato dalle sue due ultime 
cifre a destra é& divisibile per 29 o per 81. 

Sia p. e. m=4, N=3, sara mX< 10" — 1=3999=3 X31 43; e quindi avremo 
le due proposizioni : 

ag N,. be (0°"999) . a+4b € BIN, ._). 1000a+0 € 31N, 
> > .a+4b € 43N, ._). 10000+0 € 43N, 

Ossia: Un numero (N,) & divisibile per 31 0 per 43 se la somma del nu- 
mero delle migliaia e di quattro volte il numero formato dalle sue tre ultime 
cifre a destra @ divisibile per 31 0 per 43. E cosi di seguito. 

Questa proposizione si potrebbe anche scrivere assai semplicemente cosi: 

a,b,m,né N, .mX10"—1, quot(a,10")+[rest(a,10")] Xme N, Xb. 
__)» @E N,Xd 





| 


3-2 Un numero intero (N,) ¢ divisibile pel numero intero b (be N,) se b 
divide m><10” +-1 (m,n,e Ny), e se separando n cifre alla destra del nunero 
dato, la differenza fra il numero di sinistra, ed m volte il numero di destra 
é divisibile per 0. 

Sia p. e. m=9, n=2, sard m X10" +1=901=17 53; e quindi avremo le 


due proposizioni : 
age N,. be (099) .a—9b € 17N, hoe 100a+0 € 17N, 
> » .A—9) € BN, .. 1000-40 € 53N, 

Ossia: Un numero (N,) @ divisibile per 17 0 per 53 se la differensza fra 
il numero delle centinaia e nove volte il numero formato dalle sue ultime 
due cifre a destra é€ divisibile per 17 0 per 58. 

Sia p. e. m=2, n=3, sara mX10" -+- 1=2001=3 «23> 29; e quindi avremo 
le due proposizioni : 

aé N, . be (0999) . a—2b € 23N, ._). 10000+b € 23N 
>» a—2be on >. 1000040 € © 29N, 

Ossia: Un numero (N,) @ divisibile per 23 0 per 29 se la differenza fra 
il numero delle migliaia ed il doppio del numero formato dalle sue ultine 
tre cifre a destra é divisibile per 23 0 per 29. E cosi di seguito. 

Questa proposizione si potrebbe anche scrivere assai semplicemente cosi: 

a,bm,neé N,. mX10"+1 . quot(a,10°)—frest(a,10") Xin EN, xb. 


a aE NX) 
$68 Nprf 


NN, + —-x/h>™ S min Np Norf 
Nprf = N,r.xv3}r=s N,e[xv/(N,+1) ]} =Numero perfetto Dt 
Min Nprf=6 
meéN, ._). «a Np” » Nprf 
meN,+1.2”"—1eNp ._). 2" 4(2"—1) e Nprf 
} EucuipEs IX, P36 

meQvBstvt7 sd3olT i193 wi61 ._). 

2” (2"—1)e Nprf 
ag Nprfn2N, ._). aN, mala = 2" 4 (2"—1)] | EULer | 
Nprfn2N, ._). 10N,+6 100N,4+28 
Nprfn2N,=6 ._). 9N,+1 
Nprfn2N,=028 ._). (TN,+1) ¥(7N,—1) 
Nprf'(10N,+6) .>. 45N,41 
Nprfr(10N,+8) ._). 30N,—2 
aé Nprf(10N,+8) ._). EX ‘a € ON, 
Nprf' (496-42N,) .). (100N,-+16) v (100N, +28 

(LOON, +36) ) v (LOON, +56) ae 

ag Nprf ._). S/[N,(a/N)] = 2 
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Re) ees 
Note. 


‘) Questa proposizione da la definizione di numero perfetto ; cioe « dicesi 
perfetto (réheos) un numero quando eguaglia la somma dei suoi divisori, 


lunita compresa, ed esso eccettuato ». 

-2 Un numero perfetto non é mai eguale ad una potenza d’un numero 
primo. 

‘3 Tutti i numeri contenuti nella formola 2m-1(2™—1), in cui m @ un 
nunero intero maggiore dell’unita, « 2”—1 ¢ un numero primo, sono nu- 
meri pertetti. 

‘4 Tutti i numeri perfetti che si conoscono sono contenuti nella formola 
Qm-1.2”—-1), e corrispondono ai valori 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61 di m. 
Essi sono: 6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056, 137 438 691 328, 
2305 843 008 139 952 128, 2 658 455 991 569 831 744 654 692 615 953 842176. 

Isigg. I. Fitz Patrik eG. Chevrel nei loro Hxercices d’ Arithmétique 

Paris, Hermann 1893, pag. 363 — dicono che é perfetto anche il nu- 
mero 144 115 187 807 420 416, il quale corrisponde al valore n=29, e cid 
contrariamente a quanto afferma Dupuis nelle sue tavole logaritmiche. 

Per trovare altri numeri perfetti contenuti in questa formola, basta cer- 
care altri valori di m pei quali 2”—1 sia un numero primo. Questa ricerca 
viene grandemente semplificata dalla prop. me N,.2”—le Np .2. me Np 
che ¢ la Pd-7 del § 50Np di F,N3; basta infatti limitarsi a dare ad m i 
valori dei numeri primi. Sono gia stati sperimentati i valori dei numeri 
primi non superiori a 61. Ma, anche cosi semplificata, questa ricerca é 
straordinariamente laboriosa. 

Mersenne nell’opera Cogitata physico-mathematica asserisce che sono 
perfetti i numeri corrispondenti ai valori 67, 127, 257 di my; cid perd non 
é ben certo. 

La formola che da i numeri perfetti che conosciamo, si suole anche scri- 
vere cosi: 2%(2”+4—1). Noi preferiamo l’altra, perché piu facile a ritenersi 
amemoria. Evidentemente si passa da una all’altra ponendo n=m—1. I 
nuneri perfetti dati da questa formola sono tutti pari; e la P*d dice che 
i nuneri perfetti pari sono tutti contenuti in questa formola. 

Non si conosce aleun numero perfetto dispari. 

‘1 Ogni numero perfetto pari termina per 6 0 per 28. 

‘52 Ogni numero perfetto pari, tranne il 6, &¢ un multiplo di 9 pit 1. 

‘53 Ogni numero perfetto pari, tranne il 28, ¢ un multiplo di 7 pit o 
meno 1. 

‘D4 Ooni numero perfetto, maggiore di 6, che termini per 6, € un mul- 
tiplo di 45 piu 1 

‘5 Ogni numero perfetto, maggiore dl 8, che termini per 8, 6 un mul- 
tiplo di 30 meno 2. 

‘6 Se un numero perfetto termina per 8, il numero delle sue centinaia 
‘ divisibile per 9. 

‘D7 Ogni numero perfetto pari, maggiore di 496. termina per 16, 0 per 28, 
0 per 36, 0 per 56, 0 per 76. 

‘6 La somma degli inversi dei divisori d’un numero perfetto, é eguale 2. 





. 
§ 75. Chf 


Chf N? = vil vt4u5 06 09 

Chf N,' = Wvilvidvl6 

Chf N,* = 09 

Chf N, § (2N,4+1) = 09 

neN, ._). ChfN,*" =< ChfN," 

méN, ._): 

Chf m* = 6 ._). Chf X™‘m’ € 2N,+1 

woe 6.). » » on, 

Chf X*7™ € (Ou t4) {GELIN 1. c. P2677) 

‘MLE 4N, ox. Chime 4N, .Chf X ‘me 2N, Ave 
Chf m € 2(2N,4+1) . Chf Xm € 2N,41 

}GELIN 1. c. P2490} 

me 8N,.==.Chf Xm € 2N,. X*BX*m € BN, w. 

Chf X?*me 2N,+1 . X°BX?*m é (4N,) = (8N,) 
\GELIN 1. c. P2491! 


Note. 


2-0-1 La cifra delle decine di un quadrato (N,°) é dispari se il quadrato 
termina per 6; é pari se il quadrato non termina per 6. 

2:2 La cifra delle decine d’una potenza intera positiva di 7 é 0 0 0 4. 

2:3 Un numero intero (N,) é divisibile per 4 quando la cifra delle uniti 
é zero, o divisibile per 4, e la cifra delle decine é pari; oppure quando la 
cifra delle unita ¢ divisibile per 2 e non per 4, e la cifra delle decine ¢ 
dispari. 

2:4 Un numero intero (N,) é divisibile per 8 quando la cifra delle cen- 
tinaia é pari, ed il numero formato dalle ultime due cifre a destra ¢ 0 zero, 
o divisibile per 8; oppure quando la cifra delle centinaia é dispari, ed il 
numero formato dalle ultime due cifre a destra @ divisibile per 4 senza 
essere divisibile per 8. 


% 


Le proposizioni precedenti sono tolte in gran parte dal « Recueil de 
Problimes d’ Arithmétique par V Abbé FE. Gelin prof. au College Saint- 
Quirin a Huy (Belge) — 1896 — College Saint-Quirin Editeur » Questo 
Recueil contiene 3113 problemi (*) classificati come l’indica la Table des 
Matiéres che trascrivo integralmeute : 


(‘) Questi problemi sono in correlazione col « Traité d’ Arithmétique Hé- 
mentaire, del medesimo autore — Huy — College Saint Quirin, 1897 » opera 
nella quale ciascun Insegnante delle nostre scuole secondarie trovera molte 


cose utili all’insegnamento. 
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1 il 


nza 
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Elé- 
pera 
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Nombres entiers. — Propriétés des nombres entiers. — Fractions ordi- 
naires. — Nombres décimaux. — Mesures de longueur. — Mesures de sur- 
face. — Mesures agraires. — Mesures de volume. — Mesures pour le bois de 
chauffage. — Mesures de capacité. — Poids. — Poids spécifiques. — Mon- 
naies. — Nombres complexes. — Puissances et racines. — Rapports et 
proportions. — Régle de trois. — Régle conjointe. — Partages proportionels. 
— Mélanges et alliages. — Du titre des matiéres d’or et d’argent. -- 
Questions pour cents. — Intérét simple. — Caisse d’épargne. — Escompte. 
— Rentes sur l’Etat. — Actions et obligations. — Change et arbitrages. 
- Problémes du second degré. — Progressions. — Logarithmes. — Intérét 
composé. — Annuités. — Questions d’arithmologie. -—- Polygones. — Cercle. 
— Polyédres. — Cylindre. —- Cone. — Sphére. — Formules arithmétiques. 
— Formules pour la mesure des surfaces et des volumes. — Table de 
nombres usuels. 

Alcuni di questi problemi sono semplici esercizi di operazioni da eseguirsi ; 
pero ’Autore ha saputo dar loro un carattere di novita, e presentarli in 
modo da destare la curiosita e Vinteresse dell’alunno. 

Altri sono problemi numerici, varii, curiosi, interessanti, e quasi tutti 
riferentisi a questioni di vita pratica e di pratica utilita. Ciascuno di essi 
® seguito dalla risposta; e sono contradistinti con un asterisco quelli che 
si possono facilmente risolvere sia per mezzo dell’Algebra, sia col solo sus- 
sidio dell’ Aritmetica. 

Altri infine sono teoremi da dimostrare; e sono quasi tutti radunati nel 
capitolo « Questions d’ Arithmologie », in numero di 450. La maggior parte 
di essi, 0 sono teoremi interamente nuovi, dovuti all’Autore, oppure sono 
di quelli che difficilmente si riscontrano nei libri scolastici. Molti di questi 
teoremi sono seguiti dal nome di chi pel primo li enuncid. Sarebbe desi- 
derabile che in una ventura edizione, che auguriamo prossima, accanto al 
nome degli autori fosse indicata l’opera e l’anno, come si suole fare nel 

Formulaire de Mathématiques ». Credo che l’egregio e dotto Prof. Gelin 
farebbe cosa gradita agli studiosi se a ciascun teorema facesse seguire un 
breve cenno sulla via da seguire nella dimostrazione. 

I sigg. Professori troveranno in questo libro del Gelin una _ rac- 
colta abbondantissima di quesiti d’Aritmetica classificati in modo che in 
breve tempo, e con tutta facilita, potranno scegliere per la scuola esercizi 
adattati allintelligenza dei proprii alunni, esercizi curiosi, ed interessanti 
si da rendere ameno lo studio, per se un po’ arido, dell’Aritmetica. 


Torino, Gennaio 1900. MARCO NASSO. 








ALCUNE FORMULE DI LOGICA 


a,b,e,d,e,feCls ._).. 
i a>. 2) = oc > $ cya. )t em 6) a 
9 » a bem. ac be ¢ » b_)a =. be c_) auc 
3 » a_)b =. a_) be 7 » ba =. be Tu 
4 a _b._). a_hee 

8 ab_)jef._). abe f 8’ ab_jef.b >a ._). b> aef 

9 evfpaeb.>. fp ake 9 ef padb.aDb >. wef >) 
10 ab. =: ac ).aD bec 10" aD =: ae D he . ae ne 
40" a=) =: ac= 00 . auc = Dec 

i aad =. a=) 12 a_) bo=b 

13 a= (acb)(au=b) 14 (acb\(etveb) = aeb vv bet 

43 ab abe dshe bea 

16 a_) bec. abe :_): ab=aec . ac = deb 

17 ab=aec.b_)a:_): a_Z bec. abe 

18 a_) bec. =a alec ==: aC 19 ab_)c.aeb_)e :=: a_)c 
20 a_)bec . =a abec . <aaceb =: “°- “0! 

24 » i. > oy ae v 


92 oe a=c . =aab ~; im 


29’ > ' san 8 

29" > . mit we ID) 

23 ash _) cod .a=c . saded 3). bd 

24 a= boeod. sabe. «abd :_): deb = ced . a=(cud) =) 
~ » — Ca = .aacd the 


deb = Cod . dee = bad . aed = bee. debec =a . 
deaCad =) . debed =c 

23 a= be. a(=b)(ec) :_): a(eb) =c . alec) =) 

23) a=bed . aaebec , a=berl “ite: web = Cd . dee(ed) =) 

OB" » > > sa=cecl :_): 


ob = Cd. eet = bd . deed = be. duebec =U 


QeeCved =) . duebved = 

















= 
Note. 


P 1 La >: comprende la F,I—32 e 
la sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando il fattore che si vuol 
togliere dalla Hp contiene il fattore 
che rimane nella stessa. 

2 La 2: comprende la F,I—33 e 
la sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando il fattore comune che 
si vuol togliere dalla Hp e dalla Ths 
contiene il fattoreche rimane nella Hp. 

3 Non é altro che l’applicazione 
del principio export alla F,I—53 ; cosi 
si pud introdurre un fattore nella 
Ths solo quando questo fattore che 
si vuol introdurre contenga la Hp. 


P 4 In linguaggio ordinario come la FyI—382 si legge 


sempre unire un fattore qualunque 


P 5 La >: comprende la p4 ela 
sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando l’addendo che si vuol 
togliere dalla Ths @ contenuto nel 
addendo che rimane nella stessa. 

6 La >: comprende la F,I—208 
e la sua inversa la quale ha sola- 
mente luogo quando laddendo co- 
mune che si vuol togliere dalla Ths 
e dalla Hp & contenuto nel addendo 
Ths. 

7 Non @ altro che lapplicazione 
del principio export alla F,I—213. 
cosi si pud introdurre un addendo 


che rimane nella 


nella Hp solo quando questo addendo 
vuol 
Ths. 


che si introdurre & contenuto 
nella 
ad una J/p si pud 


cosi la p4 si legge « ad una Ths si 


pud sempre unire un addendo qualunque. 


8:8! Un fattore si pud sempre 
trasportare dalla Ths alla fp (s’in- 
tende mantenendo il segno e il nome 
di futtore) ma Vinverso si fa sola- 
inente quando il futtore che si tra- 
sporta nella Ths contenga la Hp ri- 
manente. 


NB. — La regola determinata dalla coppia 
zione di teoremi inversi nel senso indicato in 
e D’Ovidio pag. 27 4a edizione n. 21 


9-9! 


trasportare dalla //p alla 


Un addendo si pub sempre 
Ths 


tende mantenendo i] segno e il nome 


s’in- 


di addendo) ma l’inverso si fa sola- 
mente quando l’addendo che si tra- 
sporta nella 7/p sia contenuto nella 
Ths rimanente. 


P8 ;P8! 


El. di 


serve per la forma- 
Geometria Sannia 


La regola determinata dalla coppia (P9;P9‘) si potrebbe chiamare duale 


della precedente. 


F,1—33, F,I—208, F,1—223 


P 10 Comprende le F,I—32, p4, F,I—230 
10! » 
» 10° 


F,I—50; FI—210, F,1—224 
11 Differisce dalla F,I—225 per la seambio di 2D in =; 
tutta la FyI—225 di pit contiene le due forme 


comprende 
ab_a_avb ,e Syll. ». 


18 Si pud intendere come un caso pitt generale della F,[—344 ; da que- 


st'ultima si passa alla p. 18 sostituendo alla condizione 
dizione tutte le 
precedente, ma non inversamente. Per questo fatto si ha lo scambio fra i 
aa) aes 

» 19 Comprende in sé la F,I-120 ossia la F,III $4 P2:4. Osservando poi 
le equivalenze indicate dalle Pjl-413 e F,[-254 si vede che la pl9 non é 


-qab » la con- 


-qab=c la quale & sempre vera volte che é vera la 


segni 





an "6S ew 


altro che la p18 nella quale alle forme della la parte si sono sostituite 
forme equivalenti. 
» 20;21 Sono conseguenze dirette della p18. Si potrebbe a queste dare 
le forme della p19. 
Derivano dalla p22. La loro coesistenza genera la F,I-345 ossia 

FI §5 P5:5. 
» 24324’ Sono generalizzazioni della F,I-352. 

25';25'' Sono generalizzazioni della p25. 

NB. — Le F,[-352 ; 24; 24’ e le 25; 25’; 25'’ costituiscono la regola per 
trasportare una classe da un membro all’altro di una eguaglianza, nei 


casi possibili. 


Varallo, Dicembre 1899. 
PIETRO BUFFA. 


ALCUNE IDENTITA 


Il prof. Ferrari Francesco pubblica nel supplemento al Periodico 
di Matematica, anno III, fase. I, interessanti identita fra tre numeri a, b, ¢. 
Aleune di queste formule, cioé le 1, 25, 34, 39 del Ferrari si trovano 
nel Formulario. Delle altre mi parrebbe conveniente di introdurre ne! For- 
mulario le seguenti, analoghe ad altre in esso gia contenute. 


Sf P14: 
(a+2b)(b4+c—a)+(b+2c)(a—b+o)+(c+2a)(a+b—c) = (a+b+c/ 


(a+b)(b+e)(c—a)+(b+e)(c+a(a—b)+-(c+a)(a+b)(b—c) = 
(a—b)(b—c)(e—a) 
(a—b)(a+b—2c)+(b—c)(b+c—2a)+(c—a)'(c+a—2b) = 
3(a—b)(b—c)(e—a) 
(a—b)(b+c—a)(a—b+c)+ (b—c)(a—b+-0)(a4+b—c)+(c—a)(a+b—c) 
(b4+c—a) = 4(a—b)(b—c)(c—a) 
a(b+c)(b4+e—a)+-b(c+a)(c+a—b)+c(a+b)(a4+b—c) = babe 
a(b—c)(b+-c—a)+)(c—a)(ec+a—b)+c(a—b)(a+b—c) = 
2(a—b)(b—c)\(c—a) 
(a+b)(a—b)+(b+c)(b—c)+(e+a)(e—a) = —(a—b)(b—c)(c—a) 
(a+b)(a—by+(b+c)(b—cP+(c+ajce—a)? = 
2(a+b+c)(a—b)(b—c)(c—a) 
ana—b’)+bce(P—c’)+ca(e—a’) = —(a+b+c)(a—b)(b—c)(c—a) 
ab(a+b)+be(b+c)+ca(e+ay = (a+b+e)[(a+b)(b+c)(e+a)—4abe] 
a(b—c)(b+-c—a)?+b(c—a)(e+-a—byP+c(a—b)(a+b—c)? =0 
(a—b)’+(b—c)’+(c—a) = 
5(a—b)(b—c)(c—a)[(a—b)*+-(b—c)’+(c—a)’] 
F, CASTELLANO 





ituite 
dare 
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am §9 <= 


Additions au Formulaire 
par G. VACCA 


Sr Pil-0 } C. H. Prior a.1878; Cfr. Mm. a.1881 t.10 p.33 } 
{ cont. $17 P81 } 


sh 


64 2N2N5)+1 € N,x[27(2?+1)4+1] }EULER PetrC. a.1732 t.6 p.104 
2N2N6) +1 € N,x[2%(2"42°+42'—1)+1] } LANDRY } 


2N2M2) +1 € N,x[2"(2°—1)+1] | PERVOUCHINE PetrB. a.1878 } 
2N2N23) +1 € N,x[2(2?-+1)+1] } > > 
2h2h36) +1 € N,x[2°(2?4-1)+1] } SEELHOFF Zm. a.1886 t.31 p. 1734 
14:13 } GERGONNE Ann. de Math. a.1816-17 t.7 p.163 


P15. 
‘91 n€ 6N,—1.a,bEN, ._). 
(a+b)"—a"—b" e nab(a+b)(a?+ab+b’)xN, 
‘92 née 6N,+1.a,bEN, ._). 
(a+b)"—a"—b” € nab(a+b)(a+ab+l7"xN, 
} CAUCHY a.1839, CEuvres s.1 t.4 p.501; Jar, a.1841 t.2 p.137 | 


> P's ) PAPPUS VII P8 p.691 { 


aeN, ._). IN, xal.v+ Ova ~) Nw NNI+N,)] 
SNum 

Num(Cls’N,) = Num(N,FN,) 

Num[(N,F 0°°7)|7 ‘N ,] = Num N, 


8s Pl'73 sA=0 
144 neN, ._). X[/, (2-41) 22] = S[(—1)"/r |r, 12] 
} CATALAN JdM. a.1875 s.3 t.1 p. on 
S71 rs BA! 
P6. 
néN,+1. ae (rF1*"n)Sim . b= fH [a,—a, (U"n)eer] |v, Un} .): 
sé O"(n—2) ._),. Sa‘ /b =0: Sa" '*/b=1 
} EULER a.1762 CorrM. t.1 p.659 ; Petr NC. a.1775 t.20 p.78 } 
Hp P:2 ._). sa"/b=sa . Xa'/b = (—1)"/lla . 
ya*/b = (—1)”"3(/a)/Ha } GAUSS t.3 p.266 } 





—_ 6 — 


Me né 34+N, . aé (rF1'n)Sim : re 1*"\(n—2) ._),. Sa"=0 2 

xs\(- )"a a_,/II\(a,—a,) (7,8), 5 a Masta aa 7 A (7°,8)3(7,SeELH  7<S) | lav, x1 

1 GI: i ee : a.) XI » » » > ] » ee 
} Mac Manon Mm. a.1884 t.13 p.144 | 


§! Pl. 

n€N, ._). & {nin |n, ln} = (n4+1)!—1 

—-— .). Shnfln+1)! |n, len} = /(n+1)! 
81347 

} GERGONNE Ann. de Math. a.1816-17 t.7 p.165 | 


SDvr P2 
uve Cls’sR.au.av.aeR.neN,._). °2 =P1'34 +3 (Du)"= Diu") 
“4 = D[aNOvrn)| = [D01,a)]”  } Barrteu NAnn. a.1895 t.14 p.214 | 


Smit P2 
wre Cls’R.Numv, Numz €N,. aeR. neN, ._). 
‘82-84 == (m|D) §Dvr P2°2--4 | BARRIEU NAnn. a.1895 t.14 p.214 | 


SCmb_ P3. 
e- A| 2 \O(n,r) xe 
ee » ine id m,r)yt _|7,0°-°m] ly, Lex} = 
» (1+y)m ly, lee} = 
39 (+1) YS (Lex) = 
(e-1)" 1 —Y}C(im+1 7) XL (La)" |r", Or —1)} 
{ (m-+1) |m P- 21 <3); 
C(m-+-1,77) x S(1--ax)r |77,0°++(m+-1) 
' O°-m | 
O-(m—1;! 1 J ym +1—]—( m+ 
fj — ee AL a.1655 t.3 p. 301 | 


SCmb P3 au lieu de la P’5 lisez: 
neN, es F S}(—1) [C(2n, 7)? |r, Or 2nf = (—1)"(Br)! A(t)’ 
= (—1)"C(3n,7) xX C(27,7) 
} Dixon London Mm. a.1890 t.20 p.79 { 
aneN,._). SCP yr, Orn} € (2A+1)XN, 
} VIVANTI Zm. a.1888 t.33 p.3d8 | 


(1-07+a")" —— TE bey a Ve LC (i, — XC(r-+2s, 8) |s, 


O12 | in 3 a 7) ful *X2 O(n, 2s) XCQs;s) | |s, Ov"m 
} EULER a.1778. PetrNA. a.1794 t.12 p47} 





— 
$Cmb_ P4. 
rp, __). MM! = S}(—1)"C(n,r) (n—r)” |r, Orn 
} EULER Opera eae a. 1862 t.1 p.32 } 
5 n€N, ._). S/n) = S[(—1)""C(,7)/r |r, len] 
| IdM. a.1900 p.121 | 


SNp P13) 2(N,4 ST 


} GOLDBACH a.1742 CorrM. t.2 p.135 ; Dem? { 


SNp P4. 
neN, ._). (2N)"1 +41 € Np 


|} GERGONNE a.1828 Ann. de Math. t.19 p.256; Dem? { 
7X2"°+1 € Np } SEELHOFF Zm. a.1886 t.31 p.380 | 


SNp_ P9. 

Num Npa(4N,+53) € infn 

Num Npa(4N,+1) € infn } cont P10°4 | 
Num } Np»[2h2hN,)+1]{ € infn 

| EISENSTEIN a.1843 JfM t.27 p.87; Dem? { 


Smp 


Il convient de généraliser la Df 1:0 en substituant a l’Hp de la PI: 
abe N,-+1, 1a suivante: 
% 1. aeN,. be N,+1._). 

On a alors: 
‘M4 mp(b,1) =0 

On peut aussi donner des Df qui ne contiennent pas le symbole « max 
12 mp(b,a) = IN, 9 xalae (b° XN, )e(0" XN, ] Df? 
13 —— [0-7 = N, 9 y3(ae b’XN,)] Dt ? 


On peut aussi ajouter : 


‘ae Np. b,ceN, ._). mp(a, be) = mp(a,b)-+-mp(a,c) 





} WALLIS a.1658 t.2 p.814: 


Si duorum pluriumve numerorum primorum potestates quaclibet invicem 
ducantur, factus partibus suis aliquotis auctus, aequatur facto 


ex compo- 
tentibus partium suarum aliquotarum additione auctis 


Snt 20: 


‘MN aeR ._). nta= /Dvr(1,/a) . dta = /Dvr(1,¢) 
‘92 ————-— = / mlt(1, a@——— milt(1,/“) 





— 


se 6. 

4 aeR. be N,+1.2. mp(b,a) = mp(h, nta)—mp(), dta) Df 
C’est-a-dire : mp(d,a) est la plus grande puissance de b qui divise le 

numérateur réduit de a, ou la plus grande puissance, changée de signe, 

qui en divise le dénominateur réduit. Un de ces deux nombres est toujours 

nul car on a (§nt P0-11): Dvr(nta, dta) = 1. Cette Df comprend celle donnée 

pour le cas ot aeN,. Alors on a dta=1, il s’ensuit que mp(d,dta)=0, 

en tenant compte de la modification introduite au §mp. 

2 a€N,+1.beR ._). §mpP1°5 

°3. méN,._).". ae€R™ =: weNp ._),. mp(x,a) € nxm 

‘43 ae N,41.beR ._). §mp P1'8°9 *6 = Smp2'4 

‘7 weCls’R. au ._). Ths §mp P23 

. T T . 

8 ——-.NumvéN,._).- 


} -6°7°8 BARRIEU NAnn. a. 1895 t.14: 
‘6 Tout nombre fractionnaire est un produit de facteurs premiers affectés 
d’exposants entiers, positifs, ou négatifs. (p. 96). 
‘7 Pour former le plus grand commun diviseur de » nombres, entiers ou 
-ractionnaires, on fait le produit de tous les facteurs premiers qui entrent 
dans ces nombres, en affectant chacun de ces facteurs de son plus faible 
exposant. (p. 97). 
J8 Il y a une loi de formation analogue pour former le plus petit commun 
multiple. (id.). | 
Note. — Il convient de poser le §nt entre les §mlt, et §Cmb. Alors la P6 
qu’on a ajoutée ici irait prendre sa place dans le §mp. 
% 7. pe Np .p>3. nel (p—3)/2.reN, ._. 
nt>/[1""(p—1)] € p’xN, | OsBporn a.1892 Mm. t.22 p.51 | 
nt¥/[1°"(p—1)]? € N,xp 
nt>/[1°"(p—1)]?"-! € N,xp? 
» » J" € N\xp 
nt¥ /[1"(p—1)IMNv(p—1)4+2n—1] € N, xp? 
> > > + 2n |] € N,xp 
» » » + p—2] € N,xp? —(r+2)p/2 
» » » ] € N,xp —1 
} *2--43 GLAISHER a.1900 QJ. t.31 p.337 } 


§Q. P34. 

age N, ._). Saf—(N,!) EQ-R 

ae (N,fN,cres ._). &}[/M(a, 1°"7)] |n, N,} € QeR 

)- J, + MQ) + Maya, +». € QeB 
} STERN a.1848 Jf M. p.95 | 

} 34°94 LIOUVILLE JdM. a.1851 t,16 p.141 } 








-— 63 — 


Sq se 44. fl'q 
1 feqtq: y,2eq -Dyx-fY+2) =fy + fs : a,b,veq .a<d. 
(fab eq :_). fe=(f1)Xx |} DARBoux MA. a.1880 t.17 p.5d | 


SE P3 
‘8 aeN, _: a= IT\IT{ LT |Np n Ov *E(: x a) ] Is, N,| |?°, N,} 


)} TCHEBYCHEF a.1850, JdM. t.17 p.d41 | 


KO. Int 
ure Cls’q ._). *0 Inte = Iv = q=d(qer) Df 

Note. Avec le symbole 4 on peut exprimer simplement plusieurs autres 

classes introduites dans F1889, et ensuite par plusieurs A. 

Notamment : 
Inte ou Tez 
Ku = q-du 
Lu = Aqe-ujntu = » frontiére 

4 Iu_ju 2 Ww=Iu +3 (unv) =Iuanlv 
31 ue -_): Iw Iv 32 T(r) Ie ly *33 [(Leylv) = Ie Iv 
[ §4 Pl-1-°33 .7). *1-'33 ] 
si = qel(q=7) Df? 


= points intérieurs du domaine wu 
= »  extérieurs » 


» 


Slim P6 
‘31 aed ._). lim(ah)"1 |n €Q 
32 = 7Q*23(a"= 2) 
} EISENSTEIN JfM. a.1844 t.28 p.49 | 
13°24 we qfN, . Lm S(w, O72) [72 Dq . ae (QFN, )decr . lima =0 .>. 
d(au, N,) €q } ABEL t.1 p.222 } 
‘4 ae QFN, decr, . X(4,N,) 20. nEN, . hE O"(n—1) .>. 
(a, XXN,+h) =x 
184} MANSION a.1887 Res. du cours d’ Analyse inf., Paris p.281 | 
18°6 we qFN,decr . lima =0. Smodu =o . Su €q ._). 
lim[S(sgnz, Ovrn)/2] [72 =O } CESARO Anal. Alg. p164 | 





} EULER Mise. Berol. a.1743 t.7 p.177: 
f n 
‘ers (1+ =| existente 2 numero infinito. »| 


25 neN,. werflen ._). e+ 3(x,e"""|7, Ll") = ==0 
| HERMITE a.1873 ParisCR. t.77; cfr. GoRDAN a,1893 MA. t.43 | 








a) geet 
Slog Pl. 
31 m,neN,. m<n._). lim S/(mpnp) |p = loz(m/n) 
} Joh. BERNOULLI IT a.17107 1790, a.1729 CorrM. t.2 p.300: 
« Si l’on coupe la progression harmonique 1/... en deux parties .. 


la somme de tous les termes de cette seconde partie sera = log@{(m-——-n)/n!, 
OL ! i 


8 aE (c/o) 1 ras * 
lim(af)"1 | = ¥}(2+1)""(loga)"/n! |, N,f 
} EULER Petra. alT77 t.1 | 


} Murpuy A treatise on Alg. Kquations, London a.1838 p.s1 | 


} EISENSTEIN Jf{M. al844 t.27 p.dl: 


in inf. (loga (loga 
qas = 1+loga+5- a 4 7 oa atc. 
und dieses Resultat gilt 
1 , ; . 
von m4 =0,6922... (excl.) bis a=1 (inel.) . | 
ale 


Sa Pl. 
84 we (1+ (6) +(9—3 6) —OX* | MASCHERONI a.1798 p.248 | 
82 mE 9543) —OX- 
83 we (40,3 —2)3) +70X® } 
} KOCHANSKI, Acta eruditorum a1685 p.398 | 
84 2 (13{146)/50 +0X* } SPECHT JfM. a.1828 t.3 
85 awe (H01+80J10)/240 —AX" 


| GERGONNE Ann, de Math. a.1817 t.8 p.252 | 
Note. — Les P'83 ‘84 donnent des constructions g¢ométriques assez si mple 


pour z en observant que: 
(40/3 —2 3) = J/4-+(8—/87] 5 (184146)/50 = (13/10) [1+ (11/5)"] . 
°9 neN, Pert 19 vee ot” + N( | oe A oe Ww 1'***92) =—(0 
} LINDEMANN a'1882 MA. 1.20 p.213; 
GORDAN a.1895 MA, t.43 p.222 | 


mm 


cfr. 
He 5. nen, . o,=X(N,w/N,) mae 
“4 
“7 
3 


p.85 


lim} (o,+0,+...-0,)/77{ | == 2°/12 
lim}(o, 1+-0,/2+.. $o,/n)/1r) |n = 216 
lim{(o,/1+-o0,/4+...+6,, 1?) login} i == 2°/6 
‘4 lim}(® +404 ) 107! | = 3/2? 
‘> lim}(®,/14+ 0, 2+...4@8, 2)/n} “ = 6 /x" 
6 aay 14+@,/4+...4@, /n’)/lognt |n = 27/6 


} 4-6 CesARO a.1893 NapoliA. s.2 t.6 N°11 p.15 { 


. Soit Ia 
raison du nombre des termes dans la premi¢re et seconde partie comme zn an. 
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§sin 
@ } EULER PetrNC. a.1760 t.5 p.204 } 
‘5 aé (QFN, )decr . ital. vEq=2na ._). S[(a,cosrx)|”, N,] eq 
" . vq ._). [X(a,sinrx)|ax, N,J eq 





} BJORLING } 
56 we (—2/2)-(a/2) ._). log(cosa + isinx) = ix 

| Cores a.1714 London PhilTrans. t.29 p.32: 

.si quadrantis circuli quilibet arcus [x], radio CE [1] descriptus sinum 
waneat CX [sinx], sinumque complementi ad quadrantem XE [cosx]: su- 
mendo radio CE pro Modulo, arcus erit rationis inter EX+-XCJ—1 et CE 
[cose +-isinz] mensura ducta in j—1. » | 

§sin* Pla 

Euler, Misc. Berol. a.1743 t.7 p.167 a adopté les notations: sinAg, 
Asinz, au lieu de: sinz, sin-lx; ot A est |’ initiale de Are. 


§sin™ P3. 
B41 (mne,yjatin,nen . r,yEeN,. r<y . witng ‘wv -+-ntng“*y = 27/4] 
== o(1,1 2.3) ve, —1,2,7) ve(2,1,3,7) v4, —1,5,239) 

| STORMER BsF. a.1899 t.27 p.170 { 
‘37 2 = S}tng */(2n’)|n, N,! 


Svet P844 | LaGNY Paris M. a.1706 p.319: 
5 t 

Dans tout parallelogramme la somme des quarrez des deux diagonales est 
égale & la somme des quarrez des quatre cotez. | 


- 


Bd'2n } REGIOMONTANUS a.1533 p.95: 
In omni triangulo ... sinus laterum ad sinus angulorum eis oppositorum 
eandem habent proportionem. 


$103 7 

% 1. keCls’pnt. kDbk . pek. u,ve qtk ._). 
0 pl(ukyp)= 
rvetAva)lim)[[(“g—up) — (¢—p) Xv] /mod(q—p)} |q, hk, p} =0 | Df 

Hamilton a introduit cet operateur 7 dans ses Lectures on Quaternions, 
Dublin a.1853, p.610. 

Lamé (JdM. a.1840 t.5 p.316) avait déja étudié le modpiw,k,p) en l’ap- 
pellant « paramétre différentiel de premier ordre de la fonction wu ». 
1 plu+e, k, p) = p(u,k,p) + y(e,h,p) 
% 2. wevet. ape pnt. me 24N,._). 
‘4 pl¥x(p—a) |p, pnt, p]) =u *2 ri(p—a)? | p, pnt, p| = 2(p—a) 
‘3 p[mod(p—a) | p, pnt=a, p| = Ulp—a) 


‘4 y)[mod(p—a)]” | p, pnt, p| = m[mod(p—a)|**U( p—a) 


20. VII. 1900 RdM. 4.7 5 








_— oo 


4 Hp Pl. wp = maxv‘k. p(u,k,p) € vet ._). p(u,k,p) =0 
2 HpP1. le (Intk)FO. teO. Dit, p(v,k,lt) e vet ._). 

D(ul, 9, t) = plu,k, lt) x Dit 
°3 HpP-?2. ult = max wl‘O ._). p(u,k, lt) X Dlt =0 


Additions au Formulaire par M. CHINI. 


Sa 
neN, . LEQ ._). E("\(v) = IN, 9 23[s=07<(5+1)"] 
» E(x) = E("JEx) 
Svct 


10°91 w,r,we vet. req ae (uxXr)\(xw) = (xuxr)w 
u,0,we Vet0 ._). (uxe)? = 7? = uve qr 

(Uuxvjw = (UXW)v ==. VE qu 

SD vet U D 

56. ué (Vet=0)Fq. Du evetFq .>. Dmody = UuwxDu 

DUu = [(cemp | #)Dw|/modu 

$102 rectaTang Norm curvatura 

se 4. pe pntFq. feq . Dpt e vet—0 . D’pt e veteqDpt ._). 


yy 
Norm(p,/) = recta[pf, (emp) Dpf)(D? ph] Df 
Norm(p,/) = recta[p/, D(UDp?)| 
curvatura(p,/) = modD(UDp/)/modDpt Dt 


Additions au Formulaire par G, ENESTROM. 


§— note. Ajoutez: 


On rencontre les signes + et —, employés réguliérement avec 
la signification actuelle, chez Grammateus a.1521. (Voir 


M. Cantor, t.2 (éd.2) p.39.) 


§a P15. Au lieu de P. Metius mettez A. Anthonisz. 


(Voir BM a.1888 p.36; 1889 p.84.) 
§a P2°3 Remplacez la citation par: 
} EULER: a.1735(?) ; CPetrop. t.7 a.1740. (Voir BM a.1890 p.24.) | 
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Additions au Formulaire par G. PEANO. 


§s Pl 
8 mnéN,. ue N,f(leem sien) ._). 
raf u(r,s)|27, Lem] |s, Lent = Sf s[u(r,s)|s, len] |o, Lerma} 
$y P10 
neN, . a& (O"9)f(O"n) . mEN, «_). 
4 N(a,X" |r, Orn) € 2N, =. a, €2N, 
» € 3N, =. X(a, Orn) € 3N, 


~ ro 


> EAN, =. a,+2a, € 4N, 
“h > €5N, =. a, €5N, 
S » EON, =. 3(a, On) & ON, 
6 > €2™N, =. a,+a,X+a,X?+...F4,,_,X"' € 2™N, 
yf » E€ 5d”N, a=, » » » » 26"h, 


SNp 4:32 Np=2(4N,41) 7) NZ+N? 
A [(8N,+1) v (8N,+3)] -) N2+2N?? 
Np 9 [(8N,+1) v (8N,—1)] -) N?—2N}? 
Continuation : LEGENDRE a.VI tables 3 et 4. 
523 aeN.2a+1 eNp. be n=n(2a+1) ._). 
(—b)“—1 € n(Qa+1) =. be n’?+ (2a+1)n 
[ LEGENDRE a.VI N.134 ] 
Les nombres n*--an s’appellent « résidus ae de a». 


24 neN.xe NF ilvn.aeNp ._). (Sx)“—3x(x*) e NXa 

‘St 2-1, 28-1, 2°—1, 27—1 Ee Np } EUCLIDES Ix P36 scolia | 
32 28—1, 2"—1, 28-1 e Np 

33 M41 O41 Ob 4 abit e Np 


12°34 age (N,+4)=Np ._). (a—1)! € N,xa 
§mp 27 neN.xe NF ln.aeNp ._). 
mp(a, Ix) = poner 1 } 
sQ 
206 we QeN? .>. fo — [a—(E\r)?[ (2Ee +1) € 6/[42QE x +1] 


)DAaRBOUX, Sur Vextraction de la racine carrée, BD. a.1887 p.176} 


Sy441 uve Cls’q . Lmodw = lmodv = 0 ._). lmod(u-+-v) =0 


$id 
P2:1 Dem ; 
=. q(bsc)s(bedu . cedv . b-+-c =a) 
— [1, m(w—b)=0 . 1,m(v—c)=0 . b-+-c=a] 
$q P44:1 >: » —. »  [l,mod(u+v—b—c)=0 . b+c=al] 
>. Imod(w+v—aj=0 . Df 2D. ae Au+v) 





a ee 


241 u,veCls’q.aeq ._). Aa+u)=a+iu 31 Aav)=adu 
42 I'modw,l'modveéQ ._). A(u+v) = du+iv 
§6. M. Vivanti a continué la bibliographie de ces sujets dans: 
Lista bibliografica della teoria degli aggregati 1893-1899, BM. a.1900 p.160 
4°41 we Cls’q . Numw € infn . Il’ modu €Q ._). 
Il qnv3 }Num[w(v+Q)] € infn} = max du. 


|» > = » = min du 


§Lm 1. weqfN, ._: 
04. Lma ~) A(x'N,) 02. meN, ._). Lmx >) A x(m-+N,) 
2°94 Lm (—1)"\n = «el vu(—1) 
” 3. 
méN, ._). Linp(n/m)|n = [0-(m—1)} /m 
aeR ._). Lm f(an)|n = [0"(dta —1)]/dta 
ag Q=R ._). Lm p(an)|n = 0 31. Lm pj =0 
Lm [n—(E\n)']|n = Njwto 44 Lm [n—(EQn)*| Adin |n = 20 
Slim P634 aéeQ ._-). lim ”™Ja|n = 1 


% 7. 
4 a&Q.neN, ._). lim{["\(a+<) |aj" 0}|77 = 1Qnv2(x"—x—a) =0 


} JOH. BERNOULLI t.4 p.13: 
« universaliter “(a-" a+" a+" \(a &c.)))) pro aequatione 


habebitur 7”—v—a = 0 » i 
91 weqfN,.limyw eq ._). lim[S(u, 17)/n]|n = lim uw 
11:3 ure QfN, : neN, ._),,. U,<e,, : (7,N,) €Q ._). E(u,N,) €Q 
6 ue QFN, N,) .D. S}r[u(in,n)|n, N,J |i, Ny} = 
Ss} S[u(m,n) lm, N,]| |n, N of 
15°4 wu,ve QFN, : veN, ._),. U,.,/U,<%,,,/0, : 3(u,N EQ :_). 
s(n NeQ 
SlimP17 
2 we0 ._). Sa" /(1—ax”) |n, N,] = ¥{Num(N,* n/N,) xXx” |n, N,} 
§ Lampert Architechtonik a1771 t.2 p.507 } 
‘3 x€0._). S[nxv”/(1—x")|n,N,] = S)}Num[N,9 2/(N,+1)] 2” |n, N,{ 
} EULER PetrNC. t.5 a.1760 p.70 } 
16°53 ne QFN, . ae ose Lm ni-+-hun |r ._). S(u,N,) €Q 
196 we qf(N,iN,) . S[[l’ mod u(m,n)|m ‘N,)]|2, N.] €Q : 
neN, =), lim w(m,n)|m eq :_). lim S[w(m,n)|n, Ni] |m 
é= Siflim u(m,n)|m]|n,No] [ Comm(y, lim) ] 





— 69 — 


224 a&14Q D. Ka—1) = yf nl/M[(a4r)|r, 1n]|n, N, 
{ STIRLING a.1730 p. 11 | 
wer ._). lim [A(n!x)+6(—nla)]|n = lim (sgn B n!a)|n =0 
LE qer ian » > > > a —] 
lim [Num(Npf 1°”) /n]|27 =O [ LEGENDRE a.VI p.464 ] 
84 lim “\[(2”)!/ (n!n)] |n = 4/e 
/24+/(2X2°)+/(3X2'))4+.... [ P:3.a2=—/2.D. P| 
log2 = 2[ /3 + /(5X3°) + /(7X3’) +... [ P-4.2=1.D:P | 


22 
lim} (Num Nps 1a] /x—[r!/(loga)”"* |", O°] {(logar)"*? |ae = (n+1)! 


| TCHEBYCHEFF JdL t.17 p.384 } 


SSubst P5 “ 
6 «n€N,. ve gk(l'n! Lu). Dtrm wv ==0. yeq, ._): 
xeéq, . (Sbuja=y =. x= (Sbu) ty 
§sin 2°4 Lm(sin, q, 0) = (—1) 71 
Lm( wsinx |x, q, ©) = qv tou l(—a0 ) 
Svct P9 
‘3 a,b,cé pnt . mod(a—b) == mod(a—c) = mod(b—c) =1 ._). 
mod[(a+b)/2—c] = 8 72 
mod|[(a+b+c)/3—a) = /\B 
« "Kay sis xbuhov toiywvoy iotahevooy éyyoapy, 4} tov tovyavoa 
ahevod dvvduet toidactwy éori tis éx t& xévtos tH xbuls. » | 
a,b,c,de pnt . mod(a—b) = mod(a—c) = mod(a—d) = mod(b— 
c) = mod(b—d) = mod(c—d) =1 .-). 
mod | (a+b)/2—(c+d)/2] = (72) 
mod (a+b+c)/3—d) = (2/73) . 
mod[{(a+b+c+d)/4—a] = 6 /4 
«4 THS opaloas diduetoos Ovvduet hyuodia éoti ths ahevods ths 


; ( 
avoamidos. » | 


} EUCLIDES xu P12: 
6 


} EUCLIDES xm P13: 


§ vet P13 
2 a,b,ceé pnt. m,neq ._). 
[(m+n)a—(mb-+- ne) = m(m+n)(a—byP-+-n(m+-n)(a—c)'—mn(b—c}? 
STEWART Matthew, a. 17177 1785. 
Propositiones geometricae more veterum demonstratae, 
Edinburgh a.1763. § vet P13°2 





~~ om 


‘3 a,b,c,de pnt . ni,n,peq ._). 
((m+n+p)a—(mb+ne+pd))? = (m+n+p)[(m(a—b)+-n(a—c) 
+p(a—d)*| —inin(b—cP—mp(b—d’—np(e—dy 


Svct P23 
‘2 uve vetfi4 ._). Dtrm[w,xz, |(7,s), 145 14] =0 
Svet 34. 
°3. a,b,c€é pnt . mod(a—b) = mod(a—c) = mod(b—c) =1 ci 
cos(b—a, c—a) = sinfa—b, a—(b+c)/21 = /2 
sin * = Cos > » == 3 /2 
‘4 a,b,c,de pnt . mod(a—b) = mod(a—c) = mod(a—d) = mod(b— 
¢) = mod(b—d) = mod(e—d) =1 ._). 
cos[(a+b)/2 —c, 7 f2—d\ = /3 
sin » » > = ae 
cos[(a+b)/2 —c 72 — (c+d)/2 | = (273) 
sin » > > » on (/3 


Additions au Formulaire par T. BoGato. 


§sin 5°11 men. wveq._). 


sin|(4i7+1) 7 2+a”] =+ cosx — sin[(4m+2)2/2+x] = —sin#x 


» _— — =-+ > » 
sin| (417-43) i a tlseel —='— » sin[(4i2+-4) a 


— » » 


» — 


2 cos[(din+l) a 249) = —sinx cos{(4ii7+2) ie han = — cosz 


—~ =4> i See. 
idan i) a aici |] = wate > cos[(4in+4) a hacia —+4>, 
eames > —- =+» 
sin 27 = 2 sinx cosx 
cos 2% = enna = — (sina)? = 2(cosx)?—1 
xé 4na+2 02 __). sin 2/2= nga 2] 
we (4n+2)a+20a > 
xeq ._). sin 7/2 =[(—1) E}x (2 12) } (1 cosa) 2] 
22 we2na+On2 ._)- Sin = + [1—(cosx)’] 
wé (2n+1)a+ O02 > — > 
req ._). sina = [(—1)M (7/2)]J[1—(cosx)?] 
xe (4n—1)a/2+02 ._). cosx = +\|[1— (sin) 
xe (4n+1)7,?+02 > _ » 
xEq ._). Cos” = [(—1)ME(a@/2+,/2)]\[1—(sinz)’| 


it ax Ra aS 


“etaatbiot 





| 
«I 
_ 
| 


'€ (8n—1)2/2+O02 ._). 2sin x, 


(+sinz)—|(1— sinx) 


2cos x > 


adh 

vé (8n+1)7/24+O02 .~). 2sin x 
‘o 
all 


» 
» 


> 2cos x » 


ave (8n+3)a/24+0n2 .-). 2sin x 
» 


2COS x, 
. 2sin 7, 


€(8n-+5)7/2+0n2. 


bo DO bO WH DbWS WO bd dO 


2c0s # 


t “cl )NE} x (227) +/4{] 1. +sina)—[(— DME (a (22) +3 4)] (1—sina) 
S 2cosx2/2 = » + ‘ 

4 L,YEQ ._). 

2 sina cosy = sin(#-+y)+sin(a—y) 

2 sinx siny = cos(~—y)—cos(a+y) 

2 cosx Cosy = Cos(a+y)+Cos(~—y) 

sinv + siny = 2 sin (a-+y)/2 cos (w—y)/2 

COSL + COSY = 2 Cos (x+y)/2 Cos (x—y)/2 

cosx — Cosy = 2 sin (av-+y)/2 sin (—a+y)/2 


LYNE ae 
sin(a--iy) = 2 cosy sin[a-+-(i7—1)y] — sin[ae+(in—2)y] 
Cos(w--iny) = 2 cosy Cos[x-+-(17—1)y| — Cos[a+(ii—2)y] 


x, 07 yee 2n2.iméN, ._). 
[sin(v--2ry) 7,070] = sin(v-+-iy) sin (m+1)y / siny 
[co na ‘'Y) 70°" | = Cos(x-+iny) sin (“+1L)y / siny 
36 meN,. VE qena veal 
2X [sinvx) ele] = ne — cos (+1) sin ma / sinx 
2S| (cos rxy\r,1 "| = i—1+ COS 112 Sin (Wi+l)x ff sin 


X,Y,SEq ._). 
[sin(av+-y)]?+ [sin(v—y)]? = 1—cos 2.7 cos 2y 
> _— » = sin 2x sin 2y 


# 
: 
#4] 
on 
| 
e 
a 
aed 
oe 


> 
.y 


(sina)’+-(siny)’—|sin(a+y)]? = — 2 sina siny cos(. vty) 
» » — 1 » 

[cos(x+y)]* + [cos(x—y)]? = 1+ cos 2x cos 2y 
> — > = — sin 2x sin 2y 








oe 
sin(a+y+z) = sinxw cosy cosz 4+ cose% siny Coss + 
cos” cosy sins — sinx siny sins 
cos(x+y+s) = cosx cosy Coss — sinx siny cos + 
sinx cosy sins — cosa siny sing 
sinv-+siny+sins = 
sin(v+y+zs) + 4sin (v+y)/2 sin (724+2/2 sin(y+:) 2 
sinxv+siny—sins = 
—sin(x+y+ 2) + 4sin (w+y)/2 cos (x+2)/2 cos(y+2)/2 
Cosv%-+cosy+coss = 
—cos(a+y+3) + 4 cos (x+y)/2 cos (x+3)/2 cos (y+2/2 
cosx-+Ccosy—coss = 
cos(x+y+2) + 4 cos (v+y)/2 sin (w+<2)/2 sin (y+<2)/2 
sin(a—y)+sin(a—z)+sin(y—<z) = 
4 cos (w—y)/2 sin (x—2)/2 cos(y—zs)/2 
[sin(a—y)]?-+[sin(w—s)]?-+[sin(y—z)*] = 
2[1—cos(~—y)cos(~#—zcos(y—=)] 
sin (w+2)/2 cos (w—s)/2]+ sin(y—2)/2 cos (y+2)/2] = 
(sina+siny)/2 


cos(~—y)+cos(x—z)+cos(y—z) = 


—1+ 4 cos (x—y)/2 cos(y—z)/2 cos(w—z)/2 
cos(a—y)*+cos(2—z)?-++-cos(y—s)? = 
1 + 2 cos(x—y) Cos(#—<) Cos(y—s) 


sin(w+y—s)+sin(v—y+<2)+sin(—x+y+ 2)—sin(x+y+ 2) = 


4sinasinysins 


cos(-+y—s)+-cos(e—y-+3)-+-c0s(—a--y+s)+cos(v--y-+s) = 
Acosxcosycoss 
1+cosx7+cosy+cosz+cosxcosy+cosycoss+cosscos7+ 
Cosxrcosycoss = 8[cos(a°/2)cos(y/2)cos(z/2)]? 
1—cosa’—cosy’—coss?+ 2cosrcosycosz = 4 sin (r+y+<2)/2 
sin (y+s—ax)/2 sin (s+-7—y)/2 sin (xv+y—2)/2 
1—cosx*?—cosy’—cosz*—cosxcosycoss = — 4 cos (xfy+ )/2 
cos (y+2—x)/2 cos (3+4+-x—y)/2 cos (x+-y—2)/2 
e+y+3—=2 > 
sinv+siny+sinz = 4 cos 7/2 cos y/2 cosz/2 
sinx+siny—sinz = 4sinxv/2siny/2cosz/2 
cosx-+cosy+cosz = 1 + 4sin #/2 sin y/2 sin 3/2 
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NUMERI INTERI RELATIVI 


per A. PADOA a Roma. 


Presento ai lettori della RdM. la trascrizione ideografica di 
un mio saggio d’una teoria dei numeri interi relativi (positivi 
o negativi), in cui non é presupposta alcuna conoscenza dei 
numeri interi assoluti (positivi) ('). 

Le 97 proposizioni sono enunciate e (tranne le proposizioni 
primitive e le definizioni) dimostrate mediante 9 simboli logici 
(,e¢ Cls ) =a7°27) e 9 simboli algebrict (n suc sym 
prec O 1 + X —)(); di questi ultimi, i primi 3 sono assunti 
quali primitivi (vedi P 1-7), gli altri 6 sono definiti (vedi P 15, 
26, 30, 37-39, 58-60, 75) (’). 

I simboli « 0 » ed « 1 » conservano qui il loro significato 
ordinario. 

Il simbolo « n » rappresenta qui, come nel Formulaire, la 
classe dei numeri interi relativi; poiché in questo scritto non 
si considerano altre classi di numeri, pud esser letto breve- 
mente « numero » (‘). 


Nell’algebra ordinaria il segno «—» ha due significati di- 
versi, secondoche precede un numero ovvero sta fra due nu- 
meri. Per eliminare tale ambiguité, al segno « — » ho sosti- 
tuito nel primo caso il simbolo « sym » (che si pud leggere 
«il simmetrico di »), facendo uso del segno « — » soltanto 
nel secondo caso (°). Il diverso significato dei simboli « sym » 





') Essai (une théorie algébrique des nombres entiers, précédé @une in- 
troduction logique a une théorie déductive quelconque. Congresso interna- 
zioale di Filosofia, Parigi, 3 agosto 1900. 

(*) Oltre alle lettere, allVinterpunzione logica ed alle consuete abbrevia- 
sioni (P Pp Hp Ts Df). Ho trascritto i simboli logici ed algebrici nell’ordine 
in cui ne ho fatto uso. 

3) Conservo la numerazione delle P, per facilitare un eventuale raffronto 
con loriginale. (Vedi Bibl. du Congres int. de phil., t. III, p.309-365, 
Armand Colin, Paris). 

*) Nell’originale questa idea ¢ invece rappresentata dal simbolo « ent » 
(entier). 

(*) Mentre ho assunto vantaggiosamente quale primitivo il simbolo «sym», 
non sarebbe stato certo opportuno assumere quale primitivo l’ordinario « — »; 
cid dimostra l’utilit’ espositiva della distinzione enunciata. 


15. VIT. 1901 RdM. t.7 
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e «—» @ chiarito dalle P 85 e 75, le quali mostrano che talj 
simboli equivalgono rispettivamente alle scritture « 0 —» e 
« + sym ». 

Nell’algebra ordinaria anche il segno « + » ha due signif- 
cati diversi, analoghi a quelli ora commentati dell’ordinari 
segno « — », Qui é fatto uso del segno « + » soltanto nel 
secondo caso ('). 

In attesa d’aver definiti i simboli « + » e « — », ho fatto 
uso dei simboli «suc» e « prec » (che si possono leggere « i! 
successivo di» ed « il precedente di»), attribuendo loro tale 
significato per cui « @€n._). suca=a-+1. preca=a—!> 
(Vedi P41 ed 86). 

I] simbolo « X » conserva qui i! significato ordinario ; ess 
perd non @ mai sottinteso (’). 

E chiaro anzitutto che Vinlerpretazione enunciata del sisfeig 
di idee primitive (n suc sym) verifica il seguente sistema di 
proposizioni primitive. 

a, b,c, den . ue Cls ._).". (’) 
suca €n Pp 
syma € n Pp 
sym(syma) =a Pp 
symjsuc[sym(suca)|} =a Pp 
ane x3(symx =) Pp 
syma =a . symb =b ._). a=b Pp 
ant : ve naw ._).xc. suco’ Eu: YEN. sucY EU ._)y. Yer: 
> D_ je Pp 
im 

Il sistema di proposizioni primitive é irriducibile ; in alti 

termini, le enunciate Pp sono assolutamente indipendenti; i! 





(4) Conseguentemente, qui non avrebbe senso la P « aen .2. d= +4". | 
cui é fatto uso esplicito o tacito nei comuni trattati. 

*) La convenzione comunemente espressa dalla P «a, ben .D. ab=a“) 
non mi sembra logicamente accettabile, perché in disaccordo con la col 
venzione relativa alla rappresentazione dei numeri con cifre ; invero, 
esempio, poiché « 2,3en», dovrebb’ essere « 23 = 2 & 3>. 

Nell’originale invece del simbolo « * » ho usato il simbolo «. », che 
abbandono per poter adoperare senza ambiguita l’interpunzione logica. 

(3) Questa Hp si riferisce a tutte le P enunciate in questo scritto. 
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che significa: non é@ possibile dedurne alcuna dalle altre (pre- 
cedenti 0 seguenti). 

Ek noto che per dimostrare Virriducibilita di un sistema di 
proposizioni yrimitive € necessario e sufficiente trovare, per 
ciascuna Pp, una interpretazione del sistema di idee primitive 
la quale verifichi tutte le Pp tranne quella considerata (’). 

Ciascuna delle seguenti interpretazioni verifica tutte le Pp, 
tranne quella il cui numero d’ordine é eguale a quello del- 
linterpretazione stessa (°). 

be ta. cE=(lau Wd). de (tavibutec). c€=(tavibeutc ytd) ._).(’) 
n= ta 
suca =). such =a 
syma =a . symb =b 
n = « numero intero assoluto, 0 incluso » 
ven ._),. suce = x+1 
symx = —ax 
n= ldyibyicued 
sica <2) .suchb =<=c .succ =<=-d . sucd =a 
syma =a . symb =d . syme =) . symd =c 
n= layibvicotd ete 
suca =b.sucbh =c.succ =d.sucd =e. suce 
syma =a . symb =d . symc =e . symd =). syme = 
n=tavtb 
suca ==). such 
syma =) . symb = 
n= tavtb 
suca =b. such 
syma =a . symb = 
n= ltavibyte 
suca =na..such =e . succ =) 
syma =a . symb =c . syme =) 


a 
ok 


Il sistema di idee primitive é irriducibile, rispetto al sistema 
di pr oposisioni primitive ; il che significa: non é possibile de- 


ir Vedi nell’ originale i I: 
58. 


i$ 
il § 


*) Vedi nell’originale i 
Cioé: « sea, b,c, d,e sono oggetti qualunque, purché a due a due 
listinti (non eguali, logicamente) ». 


‘ 
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durre dalle Pp alcuna P che definisca nominalmente una delle 
idee primitive mediante le altre. 

Per dimostrare l'irriducibilita di un sistema di idee prini. 
tive, rispetto ad un sistema di Pp, é necessario e sufficiente 
trovare, per ciascuna idea primitiva, una interpretazione del 
sistema di idee primitive la quale verifichi tutte le Pp, e con- 
tinui a verificarle tutte, cambiando opportunamente il signifi- 
cato della sola idea primitiva considerata ('). 

L’interpretazione 

be ta. cé (tau tb). e€ etd , fe =(td v te) ._-+). 

n=tavibete 

suca. ==) . such =c . succ =a . sucd =< . suce =f . sucf=1 

syma =a.symb=c.symce =). symd =d . syme =f. symf= 
verifica tutte le Pp e continua a verificarle tutte se, invece, 

n= td vlevitf 
ed anche se, invece, 

suca ==c . such =m . succ = 6 
ed anche se, invece, 

syma =) . svmb =a . symc =e (’). 

sé 

Dalle Pp 1-7 si deduce 

8. syma =symb ._). a=) 

{ Hp .D. sym/syma) = sym(symb) . P3.>. Ts |] 

9. syma =x ._). a= symx 

{ Hp .D. sym(syma) = symz . P3 .D. Ts ] 
10. suc{sym(suca)} = syma 
{ P1.2 .>. sue[sym/suca)] en .P4.9 >. P | 
11. suc}sym{suc(svyma@)]i =a 
{ P2. (symaja)P10 . P3 .>. P | 
12. -suca == such ._-). a==b 
| Hp .>D. sym)sue[sym/sucw)|; = syim}suc{sym/such)]! . P4 >. Ts | 
13. an” £3(suca—a) 
[ r= sym{[suc/syma)] .>: (1)-(3) 
Pi: >. wen 
sucz? = suc}sym{suec(syma |: 
2). Pil <>. sucr =a 
i).@5:P} 
14. such =2 . succ =a ._). b=c 
[ Hp .>. such = succ . P12 .>. Ts | 


1) Vedi nell’originale il § 16. 


Vedi nelloriginale il § 57. 





nu 
co 
10 
sti 


i os) 


i 
met 
nun 
le ] 


— 


% 
* 

Poiché, qualunque sia il numero a, esiste uno ed un solo 
numero il cui successivo é eguale ad a (vedi P13 e 14), si pud 
convenire di rappresentare questo numero con una speciale 
notazione, ad es. « preca »; in altri termini, le P13 e 14 giu- 
stificano la Df 

15. preca =? [n * x3(suca” —=¢) | Dt 

Da quanto precede si deduce : 

16. preca én [ P15 >. P | 

17. x=preca ._). sucw—=a [ 

18, sucb=a ._). b=preca [ » | 

19. suc(preca) =a [ (preca | x) P17 .>. P | 

20. prec(suca) =a [ P1 . (suca,a) | (a,b) P18 >. P | 

21. preca=precb ._). a=b 

[ Hp .>. sue(preca) = sue(precd) . P19 .>. P | 
22. sym(suca) = prec(symda) 
[ c=syma . y= sym(suca) . P1.2.10 .>. x, yen . suey =x . P18 .2). 
Y= prece .>. P | 
23. sym(preca) = suc(syma) 
[ P16 . (preca|a) P10 . P19 .>. P | 
24. sym{suc(sym@)] = preca 
[ x= sym[suc(syma)] . P1.2.11 .>. ven . suex =a . P18 .2. 
v=ipreca =). P | 
2. sym{[prec(syma)] = suca 
[ P2. (syma|a) P23 . P3 .>. P |} 
Par 

Poiché esiste uno ed un solo numero eguale al proprio sim- 
metrico (vedi Pd e 6), si pud convenire di rappresentare questo 
numero con un simbolo speciale, ad es. «0»; in altri termini, 
le PS e 6 giustificano la Df 

26. O27 [nA xa(symx=)| Dr 
dalla quale si deduce : 

27, Oen [ P26 >. P | 

28. sym0 =0 [ . | 

29, syma =a ._). a=0 [ : | 

Definito cosi il simbolo «0», si pud definire il simbolo « 1»: 

30. 1= sucOd Dt 
ed analogamente si potrebbero definire successiVamente i sim- 
boli 2, een 

Da quanto precede si deduce: 
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31. len [ P27. 1.>D. sucden . P30 .D. P] 
32. syml=prec0 
{ P30 .D. sym1l = sym(sucO) . P27.22 .. symil=pree(sym0) . P28 .>. Pj 
33. syml én [ Psst =>. P | 
# 
* 

Da quanto precede si deducono le P34, 35, 36, le quali espri. 
mono tre forme della legge di induzione, estesa al canipo dei 
numeri interi relativi. 

34. Oew : rE NAY ._)x. sucH,prec” Eu :_). N_)u 

[ Hp . P27 .D. Oennw .D. | nnu 
Hp .D; wennwu .Dr . sucreu 
yen. sucyeu. Pl .Dy . sucyennw . Hp .Dy . prec(sucy)jew . P20 Dy . yeu 3 
Hp . (1).(2).(3) . P7 .>. Ts ] 
35. Oe: wennu._ x. suca,symxEv :_). N_)u 
[ renanw.P2.Hp.Dr.symxrenanu. P1.Hp.Dr.suc(symxjennu . Hp .D,. 
sym[suc(symx)|ew . P24 Dr. precaxeu (I 
Hp . (1) . P34 .>. Ts ] 
36. Oew: ve nru ._ x. preca,symxev :_). n_u 
[xvenanw. P2.Hp .Dez. symrennu . P1.6Hp .Dc. 
prec(symx) ennu . Hp .Dr. sym[pree(syma)]ew . P25 .Dzr.sucxew (1 


[ Hp:(1) P31... Ts | 


ora, mediante le P 
a+0 =a 
a+ such = suc(a+b) Dt 
a+prech = prec(a+b) 
si pud definire la notazione «a+», dove anche a é un «I» 
qualunque ; e precisamente: con la P37, nel caso in Cli 
ax=0; con la P38, in virtu della P37, nel caso in cui «>; 
con la P39, in virti della P37, nel caso in cui «<0. 
Da quanto precede si deduce: 
40. (a+b) en 
[ wx,a+a) en. P1.16 .d2 . x, suc(a+-x), prec(a+a) en . P38.39. or. 
(a-+-suecx), (a--precax) en 
u= x3{(a+ex en] .d: (2)-(4) 
P37 .o. Osu 
wenanu. (1) oz, 5ucax, prec & EU 
(2) . (8). P34 .o. now 
Hp .o. ben . (4) .o. P} 
41. a+l1=suca 


[ P30 .d. a+1 = a+ sucO . P27.38 .9. a4-1= sue(a+0) . P37.0. P] 





a+ sym! = preca 
32.0. a+ syml =: a+ precO. P27.39 .o. a+ syml = pree(a+0). P37 .o. P 
atc = b+e ._). a=b 
xen . P40 .dz2. (a+), (b-+-a@) en 
xen .a+ suex == b+ sucx. P38 .Dr. 
suc(a+x) = suc(b+2x) . (1). P12 .Dr.a+x = b+ax 
xen .a+ precx = b+ precx . P39 Dr. 
prec(a-+-ax) = prec(b+ax) . (1). P21 Dr. ata =b+ex 
u= xv3(a-+-x = bD+e Dz. a=b) .D: (4)-(6) 
P37 .D. Oew 
xe nau . (2). (8) Dz. sucx, preex eu 
(4) . (5). P34 2. nu 
Hp..=): cen... (6) a): P | 
44, cmd .a+c = b+d ._). a=b 
[ Hp .D. d=e .D. a+d = a-+c. Hp .D. a+d = b+d. P43 >. Ts 
45, (a+b)+e = a+(b+e) 
[ P40. P37 .D. (a--b)-+0 = a+b 
P37 .D. b-+0=b .D. a+(b-+0) = a+b 
xen . P38 . 39 . 40 .Dr. (3)-(6) 
(a+b) + sucxw = suc [(a+b)+a | 
sue [a+(b+-x)] = a+sue (b-+-x) = a+(b-++sucx) 
(a+b)-+-precx = prec [ (a--b)-+-x | 
pree [a+(b-+-xr)| = a-+-pree (a--xv) = a+ (b-+precx) 
u=xz [(a--b)+a = a+(b-+-x)] .D: (7)-(10) 
(1) . (2) .D. Oe 
wxennu . (3). (4) Dr. Ss ucareu 
xe nau . (5). (6). Dx. preex eu 
(7) . (8) . (9) . P34 2. nDu 
Hp =)cen. 10) .=) Pj 


46. 14+a= suca 
[ w= wa(1+-xr = sucxr) .>; (1)-(4) 

P38 . 37 2D. 14-0= 1 . P30 .D. Ocu (1) 
venau. P8l . 33 .Derc. 1+sucr = suc(1+x)=suc(sucx) .Dr. suexr ew (2) 
xe nau. P31 . 39 Dr. 1-++-preexr = pree(1+-x)=pree(sucx) . P20 . 19 .De. 

+-preex = suc(precx) ._)r. precx eu (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 .D. n Du (4) 

Hp) een (4). >: P 
47, (suca)+b = suc(a-+-b) 

[ P41. P31. 45. 46. 38 >. 

(suca) +b = (a+1)-+b = a+ (1+b)=a-+sucb = suc(a+d) | 
48. (preca)+b = prec(a+b) 

{ P16. (preca ja) P4T . P19 .D. a+b = suc |(preca)-+] 

x=a+b.y=(preca)+b. P10. 16. (1) .2. 

x,yen.sucy=a2. P18 >. y = prece .-. P | 








49. 04+a=a 
[ P27. 31.30.18 .>. 0 = preci .>. 0+-a= (precl)-+a. P31 . 48 .>. 
0a = prec(1+-a) . P46 >. 0+-a = pree(suca) . P20 .>. P | 
50. a+b= b+a 
[ w= xs(a+xr = x+2a) .-: 
P37 . 49 >. Oeu 
xe nA’ ._)z. suc(a+ax) = suc(x+a) . P38. 47 Dre. 
a-+sucxe = (sucx)+a .r. sucx eu 
we nAU ._)z. prec(a+x) = prec(z+a) . P39. 48 De. 
a+-precr = (precx) +a .>z. prec eu 
(@) . 2) .%3) .- Pat >: au 
Hp). en 4) 2: P} 
51. a+symb = sym [(syma)+5D} 
[ P28. 37 .>.a+sym0 = a+0 =a 
P2 . 37 .D. syma = (syma)+0 . PI .D. a= sym [(syma)-+-0] 
ure ja+symxr = sym [(sima)+-x]} .>: 
(1) . (2) .>. Ose 
wenn ._)z, prec(a+symzr) = prec }sym[(svyma@)+2]! . P2 . 39 .Dr. 
G--PreckByieya= = 5 se ee DO 22 De. 
a-+-sym (sucx) = sym jsuc [(syma)+a];. P2. 38 .Dr. 
- . « « « == sym [| (syma)-+(suczr)| .Dr.sucxeu (4 
xe nau. [(prec suc, P38.23.39)|(sue, prec, P39. 22.38)] (4). Dr. preex eu (5 
(3) . (4). (6). P34 .D. nu 
Hp >. ben. (6) >. P| 
52. syma+symb = sym(a+b) 
[ P2. (symala) P51. P3.>. P | 
\3. a+syma =0 
{[ x2=a+tsyma. P2. 40 .>. xen. P51 .o. e=sym [(syma) +a ]. P2. 5 
=). f='symxr . 229.5: 70D. P | 
54. (syma) +a =0 
[ 2.40 2938 SP | 
5d. a+b=0 ._). b=syma 
{[ P50 .>.b+a = 0. P54 DD. b+a=(svina)--a . P2 . 43.2. Ts | 
D6. (a4+b)-e = (a+tec)+b 
[ P45 .50 .>. (a+b)-+-¢ = a+ (b+e) = a+ (e+b) = (ate) | 
DT. (A4+-D)4+(c+d) = (a+c)+(d+d) 
[ P40. 45.56 .>. (a+b)+(e+d) = [(a+b)+ce]4+d = 
[(a--e)+-b]-++-d = (a-+-e) + (b+-d) | 


\ 
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Ora mediante le P 

58. ax0=0 

D9. axsuch = axb+a 

60. axXprech= axb+syma 
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si pud definire la notazione «aX», dove anche #é un «n>» 
qualunque; e precisamente: con la P58, nel caso in cui 20; 
con la P59, in virth della P58, nel caso in cui 2>0;e con la 
p60, in virtu della P58, nel caso in cui r<0. 
Da quanto precede si deduce: 
61. (axXb) en 
[ w= x2 [(aXx)en] .2;: (1)-(4) 
P27. 58 .2. Oew 
ae nau. P40 Dr. (aXa+a) en. P59 De. sucxe su 
ee . P2. 40 Dz. (a@Xx+syma) en . P60 .Dr. preex su 
(1))..(2) (8). Poe.) Nae 
Hp... en... (4) >: PB] 
62. (a+b)xe=axc + bxe 
[ P40. 58 .>. (a+b) XO =0 
Pos. 27. 3t <2. aX0--) x0 S040 =0 
wen. P40. 59 Dr. (a+b) & sucx = (a+b) xx + (a+b) 
ven. P61. 57. 59 Dez. (aXx + bXx) + (a+b) = 
(aXa+a) + (bxx+b) = axsuce + bXsucr 
. P40 . 60. 52 Dr. (a+b)X prex = (a+b) xX e+sym (a+b) = 
(a+-b) X x-+-(syima ++ symb) 


ven. P61. 2.57.60 Dr. (axx-+bXx) + (syma + symb) = 
(axa -+ syma) + (bxx + svmb) = axXprecx + bX prece 


u=wxe [(a+-b)Xx = aXe + bXx] DD: (D=10 
L) (2) aa Oee 
(5).\(4) <p: ster ete 
(5) . (6) .. preex eu 
(7). (8). (9). P34... nDu 
lip .a)-cen (10)... P| 
os. OXa=0 
[ wen. P27. 62. 49 Dr. OXa+xxKa = (0+x) Xa=xuxXa 
ven. P61 . 49 2. 0O+-eXa = 2Xa 
ven. (1). (2) Dex. OXa+ xxa=0+2Xa 
P27.61. 43... P ] 
64. axl=a 
[ P30.27.59.58.49 >. ax1=axsucd = aXx04-a = 0+a=a ] 
6, lxXa=a 
[ wusaz(1Xx=2) .D: (1)-(4) 
P31 . 58 2. Ocu 
vennu. P31. 59.41 Dr. 1 Xsucer = 1Xx2+1=2+1 =suer De. 
sucer ett 
xe nau . P31 . 60. 42 .Dr. 1Xpreex = 1Xx-+sym1 = x-+sym1 = 
prece .)yr.precx eu (3) 
Al): (2) .(3) ese Senay (4) 
Hp .>. aen. (4) .D. PJ 
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66. (syma)xb = sym(axb) 
[ P2. 62.53.63 .>. axb+(syma) Xb = (a+syma) Xb =0XKb=0 (1) 
P2. 61. (1). P55 >. P| 
67. axXsyml = syma 
{ P32.27.60.58.2.49 .>. aXsym1= 
aX prec0O = aXx0+syma = 0-+syma = syma | 
68. (syml)xXa = syma 
[ P31. 66. 65 .>. (sym1)Xa= sym (1-+-a) = syma | 
69. axb=bxa 
[ wx (aXx = xXa) .D: (1)-(5) 
P58 . 63.2. Osu 
we nau. P59. 65. 31.62.41. Ds. 
aXsuex =aXxe+a=xeXat+a=xrXa+1Xa= (x+1) Xa = (sucx) x a 
xe nau. P60. 68. 33. 62 . 42 De. 
aX preex = aXx-+syma = x2 Xa-+-syma = x Xa+(syml1)xa= 
(2-++sym1) Xa = (precx) Xa 
xvenau. (2). (3) Dx. sucx, precx eu 
(1). (4). P34 >. nDu 
Ho. hen . 3) 9: P| 
70. aXsymb =sym(axb) 
[ P2.69.66.69 .>. axsymb = (symb) Xa = sym (6Xa) = sym (ab) 
71. (syma) X (symaj=axb 
[ P2. (symb|b) P66 . P70. 61. 3 .>. 
(syma) X(symb) = sym(aXsymb) = sym [sym(aXb)] =a Xb | 
72. cx(a+b) = cxa+cxb 
[ P40.69.62.69.>. P ] 
73. (a+b)x(c+d) = (axc+axd)+(bxc+bxd) 
| P40 62-72 =P | 
74. (aXb)Xc=ax(bxXc) 
[ w= xe [(axb) Xx =aX(bXx)] .D: (1)-(4) 
P61 . 58.2: (axXd) XO=0 .aXOxX0)=ax0=0 .D: cu (1) 
wennu . P61. 59. 72 . 59.D,z. (aXb) Xsucx = (aXb)Xx2 + axXd= 
aX(bXx) +axb=axX [b<Xx-+-b] =a X (DXsucx) Dz. suce eu (2) 
avenau . P61: 70 Dr. (ab) & symax = sym [(aXb) Xa] = 
sym [aX(bXx)| =aXsym(bxXx) =aX (bXsymx) .Dex.symaxeu (3) 
(1) . (2). (8) . P35 >. nDu 4 
Hp .2)tean . 4)... P| 


* 
+ * 


Per ultimo, assumiamo quale Df della notazione « a—b» laP 
75. a—b=a+symb Df 
Da quanto precede si deduce: 





76. (a—b) én 
[ P2. 40.75 .>. P] 
17. (a+b) -—b=a 
[ P40. 75.2. 45.53. 37.3. 
(a+b) — b= (a+b)+symb = a+(b-+-symb) = a+0 = a} 
78. (a—b)+b= a 
[ PT%.2. 45.54.37 .>. 
(a—bi-+-b = (a+ symb) ++-b = a+ (symb +b) = a+-0 =a | 
79. a—b = sym(b—a) 
[ P7.51.2.50. 75.2. 
a—b =a-+ symb = sym{(syma)+b] = sym(b-+- syma) = sym(b—a)| 
80. a— (a—b) =b 
[ P16.75. 79.76.50. 78 .>. 
a—(a—b) = a+ sym(a—b) = a+-(b—a) = (b—a)+a = b |} 
81. af+b=c._).c—b=a 
{| Hp .D. e—b= (a+b) —b. P77 .D. Ts | 
c—b=a._).a+b=C€ 
{ Hp .D. a+b=(c—b)-+b. P78... Ts | 
a—a = 0 
5.53.2. a—a=a-+syma=0 | 
49). Sls), P 
a—O=a 
| P27.75 . 28.37 .D. a—0 = a+sym0=a+0=a |] 
0 | Pot ot Sle Pk] 
0—a = syma 
. 79. 84... O—a = sym (a—0) = syma | 
s2004.0L.a)0b | 
a—1 = preca 
5.42.2. a—1 = a+syml1 = preca | 
a—symb = a+b 
| ©. .3> FP} 
a—(b+c) = (a—b)—c 
[ P40.75.52.2.45.75.76. 75 .>. 
a—(b--e) = a+ sym(b-+-c) = a+ (symb+symc) = (a+symb) +syme = 
(a—b) +-syme = (a—b)—c | 
89. a+ (b—c) = (a+b) —c 
[ P%.2.45.40. % 7. 
a-+- (b—c) = a+ (b+symce) = (a-+-b) + syme = (a+b)—c | 
90. a— (b—c) = (a—b)+e 
| P2. (symele) P88. P75. 76 . 87 2. P| 
91. (ate) — (b+c) = a—b 
[ P50.40.88. 77... (ate) — (b+e) = (ate) — (c-+b) = 
i[(a+e)—e ] —b = a—b | 





ee 


92. (a—c) — (b—c) =a—b 
[ P2. (symejc) P91. P75 .>. P | 
93. (a—b)xXc = axc — bxc 
[ P7.2.62. 66.61.75 .>. 
(a—b) Xc = (a+symb) Xc = aX c+(symb) Xe = aXc+sym (bXc) = 
axc—bxe | 
94. eX (a—b) = cXxa —cxb 
[ P76.69.93.69 .>. P|} 
95. (a+b) xX (c—d) = (axc + bxc) — (axd + bxd) 
P40 . 94 >. (a+b) X (e—d) = (a+b) xXe— (a+b) Xd. P62 .>. P | 
96. (a—b) xX (c+d) =(axc+axd) —(bxc + bxd) 
[ P40. 93 .>. (a—b)x(e+d) = ax (e+d) —bx(c+d). PT2.D.P | 
97. (a—b) xX (e—d) = (axc + bxd) — (bxc + axd) 
[ P76 .93.94 >. (a—b) xX (e—d) = aX (c—d) —bX(c—d) = 
(axe—a Xd) — (bxc—bXd) 
(1). P61.91 .. . . =[(axec+bxd) —(axd+bxd)]— 
[(oxc + axd) — (bxd+axd) | 
(2) 61-40-5590 292 3. P | 


Roma, 20 aprile 1901. 





International Association for promoting the Study 
of Quaternions and Allied Systems of Mathematics. 


RULES AND REGULATIONS. 


Name and Object. 
The name ofthe association shall be « International Association for Pro- 
moting the Study of Quaternions and Allied Systems of Mathematics. » 
Its objects shall be to further in every way possible the study of the cal- 
culus of vectors and related quantities. 


Membership and Fees. 

Any one may become a member on his own application, accompanied 
by fees of the current year to the National Secretary, or to the General 
Secretary when there is no National Secretary in his country. 

A member may resign his membership by letter to the National Secre- 
tary or to the General Secretary. 

The annual fees of a member shall be twelve franes or its equivalent. 

Any one of special merit to the object of the association, may be elected 
as an Honorary Member or as an Honorary Officer. 


National Secretary, Italy : Giuseppe Peano, Professore nella R. Universita 
di Torino. (Voir RdM ¢. 5 a. 1895 p.168). 
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ADDITIONS ET CORRECTIONS AU FORMULAIRE a.1901 
par 


Cantoni 
. Ciamberlini, abrégé en 
. Enestr6m 
Padoa 
Peano 
. Ramorino 
. Stolz 
+. Vacea » 


add. indique cette série d’additions, 


LOGIQUE 
$7) p.13 ligne 10. Au lieu de Oper x3 lisez Oper xe. (p 

P51 note. 

Le mot «distributif» a été introduit par Servois Ann. t.5a.1815 p.98, 
vaec la signification expliquée dans §lin P1:0 note. Sa valeur est ici 
généralisée. (p 
P6:2 (p.14). 

Le mot «commutatif» a été introduit par Servois a.1815, dans la signi- 
fication expliquée dans §= P1°d. (p 


743 a,b,ceCls . a_-b ._): Ca «_D. €Db [= Syll ] 
Ex. §Lm P4°6 add. Dem. (p 


p.16 P81 note ligne 4. Au lieu de xe lisez x3. (p 
SA p.23 P2-6. Aprés Hauber au lieu de 1829 lisez 1825. (Stolz 


§- P15 (p.25) note. 

Servois a.1815 Ann.t.5 p.98: 

«Soit ffz = ffz. Les fonctions qui comme f et f seront appelées com- 
mutatives entre elles. » (p 


§sim p.37 ligne 9. Au lieu de §2 lisez $/1. (p 
$15 p.38. 


On rencontre cette notation w-! dans Servois a.1815 Ann. t.5 p.93. 
(Pp 





— §§ — 


ARITHMETIQUE 


§+ p.39. Portez les P4:0°1'2 en avant des P2. 

En effet dans la P2 on considére le successif de 0, 1,... dont l’existence 
est donnée par les P4:0°1°2. ¢ 
p.40. Aprés $% lisez 3 (dans quelques copies). (c 
§+- 4:3. Le principe d’induction, quoique non énoncé d’une maniére géné- 
rale, avait déja été emplové explicitement par Mauwrolycus a.1556, dans son 
ouvrage: Arithmeticorum libri duo, Venetiis, a.1575. 

En effet dans plusieurs démonstrations cet auteur (p. 7, 17, 30, ...) aprés 
avoir démontré que l’énoneé, étant vérifié pour un nombre, est aussi verifié 
pour Je suivant, l’avant verifié pour les premiers nombres, il en conclut; 


«et eodem syllogismo pro quovis alio assignato loco utemur ad robora- 


tionem propositi. » (pag.30). Ou plus clairement: (pag.7) « ... et sie deinceps 
in infinitum semper (propositione) repetita propositum demonstratur ». (Vv 


8:41 seCls: xEeN, ._),. wes.v==) :_): aeN, ._). af es [= PA] 
Cette forme, plus compliquée, de la P*4 a l’avantage de ne plus contenir 
le symbole = de la négation ; elle se rapproche beaucoup du principe d'in- 
duction (§-+ P4°3) qui dit: 
seCls . O€s : ws ._),. H+ €s 3): aeN, ._). aes (v 


§-+- 10°9 note (p.46). 
On rencontre aussi les puissances des fonctions dans Servois Ann. t.5 
p.93 a.1815 (présentée a.1812). 


$x (p.d5t) P13) Dem, ligne 2. Au lieu de ab-+-1) lisez abe 
» »  P1°31 Dem, ligne 2. » a+b) » (a+b) 
8:2 (p.53) Dem [ (a—d, b—d, e—d) | (a,b,c) P81 .D. P|] 
8:3 (p.53) Au lieu de = lisez = — 
8-4 (p.53) Dem [ [3a—b—c, 34—ce—a, 3c—a—) | (a,b,c) P83 .>. P| 
8:4 (p.53) Au lieu de = lisez = — 


§/ (p.54) note ligne 11. Aprés « Oughtred » lisez a.1631. 


(p.55) Note sur les fractions. 
isa P24 “aybiexteN, i a/b = cid =: ad =e 
a été prise pour définition par MM. : 
Stolz: Vorlesungen tiber allg. Arithmetik, 0.1855 p.43 ; 
J. Tannery: Introduction a la théorie des fonctions dune variable, 
a.1886 p. VIII, et plus explicitement : 
— Lecons d’Arithmétique, a.1894 p.148 ; 
L. Couturat: De Vinfint mathématique, a.1896 p.1. 
Alors la fraction a/b est introduite «par abstraction» ; on ne pose pas 
(a/b) = (expression composée par les idées précédentes), 
mais on définit seulement par les idées précédentes Végalité a/b = cd. 





ma 


— so 


Nous préférons considérer a/b comme représentant la double opération 
ya |b, c’est-A-dire «multiplier par a et diviser par b». Les deux opéra- 
teurs a/b et c/d sont égaux, lorsque, appliqués 4 un méme nombre qui 
rende possibles les deux opérations, ils donnent des résultats égaux. (P3°2). 

Nous avons donné cette Df P32 dans F1889 p.13; voir RdM. t.1 p.262. 

Cette fagon de considérer les fractions comme des opérations, se trouve 
aussi dans les: Lecons sur Uanalyse infinitésimale, a.1894 p.2, par M. 
Méray, qui l’avait déja publiée dans les AnnN, a.1889 p.421. 

Il dit: «On convient de représenter le résultat de l’opération composée 
«consistant 4 multiplier un entier donné E par un second nombre 7, puis 


: ees ° . n egies 
«a diviver le produit par un troisiéme d, par le signe E x qr enlui lais- 


: . . peep tt 
«sant le nom de produit du nombre E par le facteur fictif a Ces facteurs 


«fictifs, dont les combinaisons sont soumises 4 un ensemble de régles que 
«nous allons exposer rapidement, sont précis¢ment les nombres fraction- 
«naires ou fractions. 

n 


" ; : aed y me 
« Si la comparaison des produits des deux fractions Gq qv par un seul 
cd 


nr’ n' 
«entier E non = 0 donne lieu a l’une des relations E — ea E— la méme 
Ore OC 
«relation aura lieu entre les produits des mémes fractions par tout autre 
centier..., pourvu que ces multiplications fictives soient toutes exécutables. 
«On exprime cette corrélation constante en disant que la valeur de la 
premiére est supérieure, égale ou inférieure 4 celle de la seconde. » 
Cette idée est la plus naturelle. Dans le papyrus Rhind, du calculateur 
égyptien Ahmés (a.—2000 environ), on trouve (colonne 12): 
« 1—(2/3++-/15) = /5+-/15 
En effet, en opérant sur 15 on a: 
15—10—1 = 3-+1 ». 
En suivant l1’A. nous n’avons pas écrit le numérateur lorsqu il est l’unité, 
mais nous avons remplacé les chiffres égyptiens par les actuels. (p 


§ /P7-0 note. 
On rencontre la fonction /a sous la forme ya dans Hamilton IrishT. t.17. 
(v 


§\ (p.60) Note sur les puissances. 

Puissance = potentia, est la version de dévayus (Diophantus), qui signi- 
fiait «carré ». (p 
§\ 4:3 (p.62) On peut lire N, a la place de No. (e 
§\ 6-0 — La premiére démonstration connue de ce théoréme est due a 
Euler PetrNC. t.8 a.1760-61 p.105. Cette démonstration est tout a fait rigou- 
reuse. Au contraire la démonstration, qu’ on cite habituellement de, ses 
Elém. d’ Algébre (a.1770) est incompléte. (v 





as or 


SN 6:1 Note — Kummer, a.1857, BerlinAbh. p.41, a étendu sa démon- 
stration 4 d’autres classes de nombres premiers. I] resulte de son analyse 
la dém. du théoréme de Fermat lorsque ne 1°*-100. (v 
§ P6-0--4. On peut écrire plus simplement ces P ainsi : 

0 N{+N2DNeN? 1 neN,43.D. N,"4+N,"D NeN,"., 


Les avantages de cette substitution sont indiqués dans la $= 3°8n. (vy 


§\ P9-03 (p.64) Dem. au lieu de P-04 lisez P-01. (e 

9:07 (p.64). Dem [ 3(a‘-+-a°b?+-b')—(a?+-ab-Lb?)? = 2(a—b)*(a?+-ab-b" >0 | 

9:08 (p.64). Dem [ 2(a'-+-a*b?+-b')—3ab(a°-+-b’) = (a—b)(2a?+-ab+-2b? >0 | 

¢ 

§f 9-09 il faut lire cette P ainsi: 

4(a?+-ab+b?) > 27(@b+ab*y 

La démonstration suivante est due 4 Lagrange, Cuvres t.4 p.346, 
alTT7: 

[ 4(a?+-ab-+-b? 3 — 27(a*b--ab?)? = (a—b)*[2(a?-+-ab+-b?)4-3ab]? | 


9091 27(a0+a°b+ab?+b’) > 2560°b'(?+ab+b*) 


9°11 (p.64). Au lieu de 5 lisez >. 
9°13 (p.64). Cette P subsiste dans ]’Hp plus générale absc . a4-b>+c. 


9:20 Dem 2. 
2(a3+-b?+-8—3abe) = (a+-b-+-c)[(a—b)?+-(b—c)?+-(e—a)’] | 
9°24 Dem 2. [ 2)(a+b-+-e §—27Tabe: 
(a—b)(a+-b-+-Te)+-(b—c)?( Ta-+-b-+-¢)+-(e—a)?(a+-Th-+-c) J 


9°30 (p.64). Dem [ (bc,ca,ab) | (a,b,c) P12 .D. P | 
9-31 (p.64). Dem| (a?,b?,c?) | (a,b,c)P-11 .D. ab+bite > @b?+aeLh7e 
(ab,ac,be) | (a,b,c)P-11 £2. a*b?+-a°c?+-B? > abelas-b--e) |: 
(i) 2) a P4 
9°32 (p.65). Au lieu de 5S lisez >. 
9°32 (p.65). Dem [ (a+-b+c)\C+B+)—(@+b?+e?)? = 
abja—b)?+-ac\a—c}?+-be b—c)? >0 | 
9°42 (p65). Dem [ PI41 .D. P | 
9°43 (p.65). Dem [ P9°42  .>. P | 
9°51 (p.65). Dem [ P14:41 .>. P | 


9°30°42°43 | MACLAURIN a.1726 LondonT. t.34 p.109, 104, 112 | 
44 a,b,c,deN, . =(ad = be) ._). (@P +’) (c+dP > (a+b? 


Vv 


14:03 — Cette P, sous la forme: ab = (a+-b)?/4 — (a—by?/4, réduit 
toute multiplication & deux additions et une subtraction, si l’on a une 
table des quarts des carrés. Cette méthode est plus commode que celle 
des logarithmes lorsque on n’a que deux nombres 4 multiplier, et lorsque 





— 


on désire avoir fous les chiffres du produit. Une table des quarts des carrés 
des nombres 1°**200 000 donne tous les produits de deux nombres de 5 chiffres 
Vor J. Blater, Table des quarts de carrés de tous les nombre entiers 
jusqu’a 200 009, ete. Paris, a.1888). Lorsque a+-b surpasse la limite de la 
table on peut encore utiliser parfois la formule: ab = [a?-+-b?—(a—b)*]/2 . 
On peut aussi utiliser les formules : 

ab = (a+-b) (a+b-+-1)/2 — a(a+-1)/2 — b(b+-1)/2 

ab = a(a+-1)/2 + b(b—1)/2 — (a—b)(a—b-+-1)/2 
gui exigent l'emploi d’une table des nombres triangulaires 2(-+-1)2. 
Arnaudeau, Table des triangulaires de 1 4 100 000, ete. Paris a.1896). 

(v 


M40£ (p.65). Dem [ (b—c,e—a,a—b) | (a,b,c) P31. P | (e 
1407 (p.65). Dem [ (2b+2ce—a, 2c+2a—b, 2a+2b—c) | (a,b,c) P14:05 .>. P | 


14121 (p.66). Cette P n’est pas exacte. 

14:122 (p66). Dem [ (b+c, c+a, a+b) | (a,b,c) P11 .>. P J 

14:13 (p.66). Dem [ (b+ce—a, e+a—b, a+b—ce) | (a,b,c)P3°3 2. P ] 

14:14 (p66). Dem [ P3°3 .>. P ] 

1417 (p.66). Dem [ (b—c, c—a, a—b)| (a,b,c) P33 DD. P’) 

14:35 (p.66). Dem [ P:33 .2. P | 

14:36 (p.66). Dem [ (b+e, c+a, a+b)| (a,b,c) P*31 .D. P J 

1438) (a+-d+c)' + (—atbte)' + (a—b—c) + (a+b—c)* = 
dab +c) + 24 +0Ce+0°b’) 

17 (p67). Dem [ (be, ca, ab) | (a,b,c) P37 >. P | 

1472 | p.67). Dem [ (b+ce—a, c+a—b, a+b—c) | (a,b,c) P39 >. P | 

1473 (p.67). Au lieu de (a—))>-+ b—c)*+-(e—a)® il faut lire: 

a—b §+-(b—c >--(e—a)*] 

If73 p.67). Dem [ (b—e, e—a, a—b) | (a,b,c) P-72 2D. P | 

191 (p.68). Dem [ P-9 .D. P | 

15 (p.68). Au lieu de 33-3847” x 23-1 ¢ QON, il faut lire: 


337 LTn+1 ~~ Q3n+2 @ QON,. 


Au lieu de 992N, i! faut lire 992Np. 


wen. bE A+N, ._). ab = (b—N,)e(a—N)) Dip 
= (a+N,)A(0—N,) Dfp 
._). —(ab) = (—b)"(—a) 
aben.cea+-N,.de v+n, a (ac) —(b-d) = 
ti—d)°""(c—b) | eee >? 
‘ba<=b = aedovb Dtp (pd 
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Il y a peut-étre avantage 4 porter ce § avant le §S. 
Entre@h 


cement: 


ie 
‘0 OO = 0 
04. aeN, «_). O"'(4++1) = (Oa) v oa+1) 
4 ——._).0°a= 0 =. a=0 
‘2 a,bEN, ._): Oa = 0b =. a=b 


§s 
a,b,ceN, «_): 
0 ox) = an, 0~a 0D Df 
4 Osa. asa 
axb . bsa ._-). a=b [ Dfs.$160.>5.P] 
axb . bc ._). asc [ Dfs.Syll.D. P] 


SNum 
25 Num(tx) =1 
26 «aeCls ._): NumaeN, =... dd wu: wea.) x. 


Num(d@=tx) == Numa (pd 


aé Cls . Numa é€N, ._). (aFa)sim = (aFa)rep (p 
aé Cls ._): Numa é infn =. 1+Numa=Numa Dfp (v 


} JONES a.1706 Synopsis palmar. mathescos Londini p.217: 
siianeliay N” is the composition of 2 quantities in N ». | 


3 P1:0 (p.73). Au lieu de 1°**(m-+1) lisez 0°::(m-+-1). 
3y 23 neN,. fgé rfOrn ._). pe LX X(F, Ova) |ar, Orn] + 
S[fexd(g, O--x) lar, On] = X(f, ON) XX, ON) 
SX 3:3 Dem 
{ Hp .D. 33[r(r+1) |r, 1-2] = 82 [(r-4-1)(r+-2) |r, O---(2—1)] 
= 3}[(7-+1)(7-++2)(7-++3) — r(7r-++1)(7-+2)] |r, Or--(n—1)} 
= n(n-+1)(n-+-2) .D. P | 
4:12 Dem. 
[ 85 = Sr? |r, ween) = Z[r(r-+1)—2 [r, 1°°-72] 
= S[r(r-+-1) |r, 1-2] — S(idem, 1-*-7 
1) . P33. P31 DD. 8. = n(n-+-1)(n-+-2)/3 — n(n-+-1)/2 
= n(n+1)(2n+1)/6 >. P ] 
4:13 Dem. [ reN, >. P= (r—1)r(r+1) +r . P3142. P | 





utres, j’observe qu’on fait ainsi disparaitre les symboles de lo- 
gique (q,-) des P qui suivent; voici comment on peut exécuter ce dépla- 


une 
aul | 
all | 
les 

zain 
tipli 
Cent 


206 


| 


— 91 


gst-1 (p.74) Dans la formule de s, supprimez la citation de Nicomachus. 
Le passage cité de Nikomachos ne contient rier sur la sommation des 
eubes, mais seulement une décomposition des nombres cubiques, d’ott l’on 
peut déduire ais¢ment s, si on connait la formadle générale de la décom- 
position de 73, qui manque chez Nikomachos. G. Enestrém. 


Au lieu de s lisez s,. (e 


\ 


s7(8s,+1) 3s, = s7(4s,—1) S, == 483—3s,? 
s,(12s?—6s,— N 3s, = s/7(6s?—4s,+1) 
om 23, %(s, — 2) 43s oS. a 8s,°s,(s,—1) 43s, 
= = 165.4%s,—1)-+ 12s ZS om Ay 945 Ye —1)-448 1] 
Sip == 4s,°s,(128 2-2 Is, 17)—25s, =s,(48s,'—80s,'+-68s,7—30s,+-5) 
= 4s,’s,(36s?—10s, +1)—TDs, 
= 16s P—3d2s P+34s, end Ss, == 5S, *(16s,' —32s P43 Ss ?—20s,+5) 
a= Os,‘(8s,' 6s ptAI—2D5s, (pd 


p.7)). Au lieu de (2m+3) lisez: (2m-+-3)/3. (e 
p. 1). A VHp ajoutez a-=b. ¢ 
. On donne ici la Df svmbolique de notre systéme de numération ; 
mais dans les P précédentes (p.60, ete.), on trouve plusieurs fois des nom- 
bres écrits dans le systéme décimal. e 


10. Nofe. — (p.77). Au lieu des lignes 11-14 lisez: 

Colson (LondonT. 2.1726 t.34 p.161-174), suivi par Cauchy (Guvres s.1 
t.5 p.434-455), sans changer la base dusystéme de numération, par l’intro- 
duction des chiffres négatifsS a reduit de moitié le nombre des chiffres. 


Dans ce svsteme: 6=14, 87 = 113, 1901 = 2101 ete. 
On adopte aujourd’hui la notation des chiffres négatifs pour indiquer la 
‘aractéristique négative des logarithmes. (Vv 


p.78) ligne 5, ajoutez : 

On peut adopter les bandes de papier proposéss par Colson a.1726, pour 
la multiplication abrégée, dans son systéme de numération. 

Cest-a-dire, pour multiplier 123 par 456 on écrit ce dernier nombre sur 
une bande de papier, en renversant l’ordre des chiffres 654; on porte le 6 
au dessous du 3, et on les multiplie; on a des unités. Puis on porte le 6 
au dessous du 2, et en conséquence le 5 au dessous du 3, et on multiplie 
les chiffres correspondants: la somme de ces produits représente des di 
zaines. On donne A la bande un mouvement d'une place & gauche; on mul- 
tiplie les chiffres correspondants; la somme de ces produits représente des 
centaines; et ainsi de suite. (Vv 
206 (W—A)(Nv*) S 28 [ar ww, |(s) (Leet le ya(r,s}ar<s) | 


(w—1 (Xa)? S 2n>| » » » » 
MACLAURIN a.1726 LondonT. t.34 p.112 





= 


SH 43 neéeN,.a,berFivn ._). A[(a,+b,)|r, ln] = 
. a,u)XIT(b, 1" =u) |u, Cls’ 17] (p 
4 [[(x+a,)|7, len] = Sha" y[IT(a,w) |u, Cls’ 17 9 43(Numu 
aap] ir, 0 ae (p 
5 mnéeN,.aeRf(lmi len) ._). 
IT} S[a(r,s)|s, ln] |v, levis} [a(r, u,)|r, lem] |r, Lev F len! 
(p 


§! 12 néN,._). (ate Sn" . n! Ss [(n+1)/2]” [gi 10-1 >. Pj (v 
‘21 neN,.aeN Flin ._). (Xa)! € Nx l(a!) (p 


4:3 neN,.men+N, ._). Num(Lm F l-7)sim = mi!) (m—n)! (v 


Les site dont on prend ici le nombre, s’appellent arrangements de 


m objets pris n an. 

d4 rymneN, ._). 2” UW m+Orr)n} / (r+)! € N, 

6°3 (p.82) Au lieu de Ths ‘3 lisez Ths *2. Ajoutez: 

} VANDERMONDE ParisM. a.1772 | 

66 aer. n€N, ._). ¥}(—1)"Cia,r) |r, Orn) = (—1)"C(a—1, 77-1) 

1-4 Dom: [P62 .mSn=k..>. P | 

a. See lieu de la °5 lisez: 

15 ¥}(—1)'[C(2n,r))? |v, Or2n! = (—1)"C(2n,2) 
}CESARO a.1884 Mathesis t.4 p.231! 

771 aber. im,neN,. m<n._). ¥}(—1)"C(n,r(a+rb)™ |r, Orn =0 
} EULER a.1743 CorrM. t.1 p.264 | (Vv 


79 néN, me "O(n, r)/(n+r) |r, Leen! = / [(2n+1) C2n,n)] 
eyaiass a ae p.425: 
b.4 2+ 2.3. 3: 
5 2 8.5'°s 4°36 s84i8't tte 
. et sic deinceps... | 


791 m,neN, ._-). S[(—1)"C(2,7)/ (+7) |r, On] = 2!) m-+0"n) 


8. Ajoutez: | JONES a.1706 p.172 | 
Smax p. 30 
On suppose implicitement ici qu’en posant, par définition, v=, on puisse 
déduire «xu. Cette convention est contraire 4 §¢ P-8. I] convient done de 
remplacer Wyémax uw par max we Np. p 
Smax ‘01 maxw =27 uN £3(4 _) Ow) Dip 
» » » » (u me x—N,) Dfp 
> > > , (ea wn N,+-x) Dfp (pd 





=< oe 


Squot rest (p.87). Ajoutez: 
‘91 aSb ._). quot[a,quot(a,b)| = b4+quot[rest(a,b), quot(a,b)| 
———— rest[a, quot(a,b)] = rest [rest(a,b), quot(a,b)] (c 


SE (p.88) P24, P3-7. Changez l’Hp en aeNo. beN,. 
SChf (p.89) P*2. On peut lire No au lieu de N,. 


sDvr 2:11 Dem. Au lieu de P2 lisez P3 
9:12 (p.91). Au lieu de P’41 lisez P-11. 
2:46°47-49.  (p.91) Au lieu de /N, lisez /(N,+1), deux fois. 
27 (p.92) Au lieu de No lisez Ny. 


231 a,b,neN, . D(a,b) =1 ._). 

¥ [1-(ab)]”" (ab) — ¥ (L**a)” /a — S (1°"b)" /b EN, 
) StauDT JfM. a.1840 t.21 p.372 | 
neN,.aeN,Fln ._). (Xa—1)!xDa € N,xJI(a!) 


' CaucHy a.1841, OEuvres s.1 t.6 p.109 ! (p 


§ mlt (p.92) 
m(a,b) =7N,nx3[ N\Xx = N xan QN,xb | Dfp (pd 


‘03 


aeCls’R. Numa €N, ._). 
231 m/a= /Da [ P-3 a 
32 ma = /D/a [ (ala = 31 .>. P] Dfp 
[ P32... P | 
[ 


33 /mas=Dia 
ra >: F} Dfp (pd 


“34 Da /m/a 


Snt dt P1-8 (p.94). Au lieu de (dta) lisez (dta)m ¢ 
32. axbeN, ._). nta e N,xdtb. ntb e N,xdta (c 
SNp 1-4. Mote — R. Haussner a vérifié que 22°:-5000 D Np+Np ( — 
Versammlung der Deutschen Math. Vout. a.1900 p.7) ( 


é p.J6) Au lieu de Ny on peut lire Ny. 

391 (p.97). Ajoutez [ ae N,+3 §NP15°7-71 .>. P | 

d'4. (p.97) Simplifies Hp en pe Np. 

59 (p.97). Au lieu de ae N lisez age Nj. 

5 en remontant, aprés « continuation », lisez P12-6. e 

*(p—1), il me semble qu’on doit 
(e 


p-97) ligne 
8:12 (p.98). Dans l’Hp, au lieu de ge 1 
lire ge 1°--(p—Q). 


84 meNp.néeN,.m>n+1 .>. S(1lm)” e Nxm 
LIONNET ; voir Catalan BelgioquM. t.46 a.1886 p.14 {(p 





a 


11:1 (p.99). Cette P contient le signe J qui n’est pas encore défini. (¢ 
11:1. On peut éliminer le symbole J qui y figure en I’écrivant : 
aéN,._). a) = I IT [IT [Npnrva(sr xr <a)] |s, N,} \7, Ny} 


12-4 (p.99). Changez l’Hp en aeN,-+1 ou bien en w-+-bn eNp-22. 


12°6. Autre Dem: 


} MERTENS WienA. a.1899; WarszawaP. t.11 p.194 | 


Smp 2°01 peNp.be0"(p—1) FOr .a= s(b.p" |r, On) . 
mp(p,a!) = (a—Sb)/(p—1) 
{ KUMMER a.1852 JfM. t.44 p.115 } 


§ Nprf (p.103). 
Nprf (2N,+1) a NpxX (2N,+1)x(2N,+1)]? 
} DESCARTES 2.1638 t.2 p.429: 
«[ Il n’y a] point de nombres partaits impairs, si ce n’est qu’ils soient 
composés d’un seul nombre premier, multiplié par un carré dont la racine 
soit composée de plusieurs autres nombres premiers ». | 


Nprf © (2N,+1) + (4N,4+-) XN? (v 
} FRENICLE a.1657; voir Huygens Oeuvres t.2 p.32: 
« Pour les nombres parfaits ... impairs, s’ily en a aucun, il doit estre 
multiple d’un quarré par un nombre pairement pair plus 1» . | v 
ae Nprfn(2N,+1) ._-). Num(Npra/N,) 56 
} SYLVESTER a.1888 Mathesis t.8 p.57 } 


§l’ pag. 105 ligne 13 d’en bas. Au lieu de dv, lisez: du 


$Q 18°7 (p.108). Au lieu de w+v lisez ww 


53. Ajoutez: 
04. aeq.. mE2N, +1 .)."\a = 7 gn.x2(xv"—=a) 


Cette Df est appliquée dans les P55°7, 58°2°3. 


55°3 (p.111) Au lieu de a>b lisez a<b. 


SLog p.115. Note sur les logarithmes. 

Neper reconnut plus tard les avantages de tables donnant les loga- 
rithmes en base «dix»; Briggs a commencé ce calcul, et publia a.1624, les 
logarithmes des nombres 1°°:20 000 et 90 0007100 000 & moins de 10-1. 

Wlacq a.1628 publia la table des log 1°::100 000 a dix décimales. 

On a publié beaucoup d’éditions des tables de logarithmes. Dans les ap- 
plications pratiques des astronomes et des ingénieurs sont comimodes les 
tables 4 5 décimales. 





P< 


Dans les applications plus communes, les ingénieurs adoptent Ia « régle 
logarithmique ». La multiplication est obtenue en faisant glisser ]’une des 
parties de la régle sur l’autre, et on lit immédiatement le produit. 

Si l’on adopte la numération binaire, les: tables correspondantes des 
logarithmes sont 5 fois plus courtes; la longueur de ia régle logarithmique 
est aussi réduite dans le méme rapport. (p 
§Q 41:4 

H. Padé, dans 1’« Enseignement Mathématique» mars a.1901 vient 
d’analyser les démonstrations de cette prop. 


Si 1°5 (p.118). Au lieu de (N, lisez (/N, 
G34 ueCls’q._). du=duvdlusiu 


FONCTIONS ANALYTIQUES 


Scres “911 fe (qfujdecr,.xveu ._).Ifu=If [uv(a—Q,)] 
"912 » » .* 1 >» +> 
Ex. §Lm 1:4 Dem. (Ramorino 


§Lm Pl. xeqfN,._). 
03 (Lmx)=(a‘N,) = (Ax'N,)=(a'N,) 
‘04 (Lmx)(x'N,) = aa[meN, ._),,. wex(m+N,)| 


§ Lm 1:2 Dem. 
[Hp . PO .D.°. +2¢ Lmx .=: meNy .Dm. +208 Av'(m+No) 
(1). §4 P3:0 .D.°. ++00¢ Lmax .=: méeNo .Dm. I’ m-+No) = 
Hp . meNy . $$ P1'2 2D. a*(m-+-No) DZ wNo 
Hp . (3) . §Q P18°5 .>. l’a‘(m-+No) SVUNy 
(2) . (4) .>. Ths | 


1:3 Dem 
{[ Hp. P:0 .D.°. —xe Lmx .=: meNy Dm. —0oe Ax'(m-+-N,)) (1) 
(1). §4 P30 .D.°. —2e Lmx .=: meNy .Dm. |a‘(m-+-No) =—20 (2) 
Hp . meNo . §§ P12 2. = w'(m+Ny) 2D w‘Ny (3) 
Hp. (3). §Q P18°5 .D. a'(m+Ny) S La'Ny (4) 
(2) . (4) .>. Ths ] 


16 Dem 
[Hp .§ 4 P11 .D. qaLmex DZD A(qaLme) (1) 
Hp . meN, . yeA (qaLmx) . P10. $4 P32 .2. ye 2A xe'(m-+-Np) (2) 

» > . (2) . SA P12 >. ye 2 a'(m+No) (3) 

» (3) . Export .D: meNy Dm. ye Aac'(m--Np) (4) 
Hp . ye A(qnLm) . (4) . P1:0 .D. ye qnLine (5) 
(1) . 6) .>. Ths] (Ramorino 








§Lm P4°6 (p.124) Dem. 
weCls’q . feqfu . veCls’u . redv .2:: 
heQ . Opera >. vetxrays[mod(y—axr)<h|> u=txrays(mod(y—x)<h| 


Oe Sp). eal bea ia » » =) 7° , 5 » » { 
» ; $13°31 me A » » » » =) A » » 
». Oper aé Be aéeA» » » » De acA » » » » 


§P7- 13 .2):. heQ.Tpa .aeA » » 2): heQ.Dp aed » » » 


Oper az .2): a3| |Da >» » » 
294 tom) (p 
SLm 
J. Hadamard — La série de Taylor et son prolongement analytique, 


Paris, Mai 1901. 

Ici p.14-15, 1’A. vient de rencontrer la classe que nons avons indiquée 
par Lm», et «en s’écartant de la terminologie usuelle » VPappelle « Vensembdle 
dérivé de x ». 


Slim 2°12: {| O. BonNeT BD. a.1871 t.2 p.215: 

« Etant donnée une fontion réelle .... bien déterminée, p(w) d'une variable 
réelle ... w, on dit: 1° que cette fonction tend vers une limite finie et déter- 
minée A, 4 mesure que w tend vers une valeur particuliére uw’ (nous suppo- 
sons w’ fini... ), lorsqu’ aprés avoir fixé arbitrairement un nombre réel et 
positif ¢ aussi petit que Von veut, il est possible de trouver un autre nombre 
réel et positif h, tel que, pour touté valeur dew, dont la différence avee w’ 
aun module différent de zéro, mais inférieur 4 2, la valeur correspondante 
de g(w)aitavee Aune différence dont le module soit compris entre zéro et 3; 
2° que p(w) tend vers Vinfini a mesure que zw tend vers uv’, lorsque aprésavoir 
fixé un nombre réel et positif 2 aussi grand qu’on le veut, il est possible 
de trouver un autre nombre réel et positif h, tel que, pour toute valeur de 
w dont la différence avee wv’ a un module différent de zéro, mais inferieur 
ah, la valeur correspondante de g(w) ait un module toujours supérieur 


Rae nt (Vv 

Slim 89 lim(x"| a, Q,0) =1 (p 

911 meN, > lim x( inl "Ft ln = /|(m+1) (p 

10-4. Ajoutez AV HD. : “m ._)r S| u(7,8) |s, No] eq (p 
S401 ve (QEN dion, per €eQ ._). 0O= lim(nm,)/7 

) CATALAN, ParisCR. a.1886 { (p 

1471 [eN; >. 2/ {1-2 | S 1-7/2 3 >.. P| p 


15°31 we QFN,. d(u,N,)==o._). S[u,/5(u, On) |n, N,] =o 
} DINI, Annali delle Unirersita foscane, a. L867 p.43 { (p 
Slim 16°2 (p.131) Lisez in+1)2cr au lieu de n(n+1)/2x?. ic 


Slim 18. Substituez 4 la °6 la suivante: 


sid 


lim[S(a, Ov'72) 22} |72 =I } CzsAro Anda), Alg. p.164} (Vv 


*6 we QEN, . aé ((Lut—LEN, . ¥(,N,) =». N(au, N,) €q ._). 











YR 


rf) So 














wa 


19. La Ths P’3 subsiste aussi dans d’autres Hp. 
Voir Pringsheim, Encyklopidie I A 3 p.96. 


§ lim 24:1. 
Cauchy s.1 t.11 p.90 indique par Ix la fonction (1+sgnz)/2, et l’appelle 
« limitateur ». (p 


Scont B41 feqfq:y,s€q. yz. f(y+s) =fyt+fs 1 a,beq.a<b. 

fra *b eq :_). fe (qfq) cont } DarBoux MA. a.1880 t.17 p.5d | 
On peut done substituer dans la 3-1 4 la condition fe (qfq)cont, l’hypo- 

these de cette P. (Vv 


$D 4:4. La Démostration, trés simple, donnée ici est attribuée par 
Serret (a.1868, Cale. Diff. 3. éd. Paris a.1886 p.19)4 Ossian Bonnet. 
La méme démostration 4 été donnée par Grassmann a.1862, Werke, t.1, 
Leipzig a.1896 p.323. (Vv 
$D P8 p.144. Sur la formule de Taylor. 

Si dans la formule reproduite de Bernoulli, on pose r=/f"(a+-z), et si l’on 
effectue intégration indiquée entre les limite: 0 et b—a, elle se transforme en: 
jo—fa = (b—a f'b—b—a)?*f''b/24+(b—a 33! fb... 

dott la formule 8 par la substitution (7,v+h) au lieu de b et a. 

L’identité des formules de Bernoulli et de Taylor, qui résulte évidemment 
par la transformation préecdente, vient d’étre mise en doute par M. A. 
Pringsheim BM. a.1900 p.433. (p 

Cauchy a.1820s.2 t.4 p.394 donne la fonction eN—/x? dont toutes les 
dérivées sont nulles, et dont la s¢rie de Taylor ne donne pas la valeur. 

MT. Poinearé AM. t.8 a.1886 p.295 (Méth. nouvelles de la mécanique 
e¢leste, Paris a.1893 p.2) dit que cette série est un développement 
asyinptotique. (p 
§D 10°4 a,beq.a<tb. feqFa'b.xea-b. Dix =0.D*fa>0 ._). 

a (c,d)alce a-a . de x—b.. fe = min f(c *d)] 
{ Hp .D. lim[(f(2+h)—frc)/ h? |h, a ~b—x, 0] = D?fc /2 .D. 
q (c,d)js[ce a” xe. dex b: hec d—x a. fixt+h)>fe .D. Ths] (p 


gs 38 fie qfO . 1‘, 1f°9, 1'9/A, LgO eq . S(O), S(g,9) eq .D. 

S[gv Sf, Ox) |, O] + S[ fie S(g, 0x) |v, O] = S(FO) X S(g,9) (Vv 
)} Harpy G. H. Mm. a.1901 t.30 p.185 | (v 

Cette formule, qui coincide au fond avee Vintégration par parties (§$S 20°3) 

est donnée ici avee une hypothése moins restrictive. Pour la Dem. voir 


Ss 2°30 add. (v 
4:1°2, 12:11. Au lieu de |z lisez /n|n. (p 


5'7 (p.150). Ajoutez 
) WALLIS a.1655 p.428-433 { Continuation: §sin 12°2.  (p 





= 





$8 109 S(/,14Q)=n . neE14+Q._).S(x™| ax, 14Q) = (n—1) 
} WALLIS a.1655 t.1 p.409 ! (p 
114 m,neQ, ._-). S[e™(1—x)" |, O] = S[e™/(1--.0)™™"? |r, Q] (p 


Se 1°62. Remplacez par: 
62) lim “(UZ (n+1"n)| /n |v =4/e 
| Slim P8°6 .o. lim } {JZ (2-+1...2 ){/n |n 
= lim }Z7[n+1---(n+1)] (n+1)etl! | TL e+2)/n | |n 
= lim (2n-+1) (2n- 12) (n-+-2)? / (1+-/n)” Jn = 4/e | 
Tiré du journal « Le matematiche pure ed applicate » a.1901 p.115 


Se 1:7 min(x” |x” ‘Q) = eN—/e) 


‘74 max[(xfx) |” ‘Q] = eNe 


2°3 Dem  [ P:2.neN, .-. e= 2(/r! |r, 0°°-72) + S(/r!|r, n--N;,) (1) 
(rir, m+Ny) = /(n+1)! 1+ /(r+2)+/[(n-++-2)(n-+3)]+... 


< (m1)! [144/41 +/(n 1) (m1... J 


= /(n-+-D! (n-+1L)/n = /(ntn 


(1). (2).D.P ] 


bo 


2°5 (p.15d) 
neN, . reqet0._).(e””—1) / (e°—1) = S$a"S[s"|s,0"(n—1)] /r! |r, Nyt 


Se 5:21 L’intégrale considérée dans la 5°21 est dite « intégral eulérienne 
de seconde espéce », et s’indique par 7(r+1) (Legendre Fxer. t.2 p.4). 


aa4 neQ.axeQ Bees e"S(e *2"|z, Ox) = S[a"""/H(n4+- 1°"r) lr,N,] 


D4 ‘ LAGUERRE Fdm. BsF. a.1879 t.7 p.72 | 
Cette intégrale est dite « logarithme - integrale» ; (Soldner a.1809), 
hyperlogarithme » (Mascheroni), « Logologarithmus (Caluso) » 


On Vindique par li e-£ (Pp 


Slog 2-4 remplacez par: 
'$ a,beQ ._). 
log|(a+b) 2| = (loga+logh) ilies ease) (40b)|"/(2n) |n,N,} 
[ (a+b) 2=] ab\if1t+-(a—b?4ab)] . P21 >. P | 
AL log{(a+b)/2|] = (loga+logb) DESHI a—b) (a+b) f"/(2n) |n,N,} 
[ (a+b)/2 = ab)\1i—[(a—b) (a+-b)]*}. P21... PJ (p 


Koralek a.1&851, a remarqué, que en supposant connus les logarithmes 
des nombres 2, 3, 7, 11, 13, cette formule, ot la série est reduite & son 
premier terme, donne le logarithme d’un nombre queleonque avee une 
erreur inferieure 4 la moitié d’une unité décimale du septiéme ordre (Cauchy 
s.1 t.11 p33). 








~~ 














ont OF ame 


glog 29 weQ.2. 








logx = [(a—a™)/2] / IT [(ah2-"+-af\—27’)/2 |x, N,| Dtp 
loga = [(#—1) IT [(1+-af2™)/2 |r, NJ = 
(l—a) IT (1+-a)h—2~')2 |r, Ny] 
) SEIDEL JfM. a.1871 t.73 p.276, 278 } (v 
Slog 4-4 Au lieu de 1—2 lisez: loga—Z2. (p 
§C°6 C=—S(e “loge |x, Q) (p 
Ajoutez: SFc = (fraction continue) 
% 1. aeqfN,.neN,._. 0 Fe(a, 11) =/a Df 
04. Fela, 1"\(n4+1)] = /[a, + Fe(a,, .|7, 1-7) Df 
"02 -Fe(a, N,) = lim Fe(a, 17) |n Df 


a&é N{N,.neN,._). 
4 Fe(a, ln) € RA L—R,) 
‘2 Fe(a, N,) € OR 
Soit @ une suite de quantités, et 2 un nombre. Fe(a, 1*:2) indique 
la traction continue formée avec les éléments a,,dg,...,dn . 

On l’appelle aussi « réduite d’ordre x » ,selon plusieurs Auteurs (Baltzer ...) 
d’autres commencent la fraction continue par un entier dy, et alors la réduite 
considérée est d’ordre n--1. 

La notation I 


dt... est incommode. 

Cataldi, Trattato del modo brevissimo di trouare la Radice quadra... 
a.1613 p.70: 

: Notisi, che non si potendo comodamente nella stampa formare i rotti, 
& rotti di rotti come andariano,... noi da qui inanzi gli formaremo 
tutti 4 questa similitudine 


Di 18. la R sia 4.&2&F&S&— 


facendo vn punto all’8 denominatore di ciascun rotto, 4 significare, che 
il seguente rotto ¢ rotto d’esso denominatore. » 


zs , ; . Bi 2: ahh: & ial 
J. Miiller Allg. Arithm .a.1838 Va remplacée par — —, _ 
an + ag a An 3 
oe 1 I ’ 
modifiée en —— ——... par d'autres. 
Q- at 


La notation, que nous adoptons, est trés commode, et elle est d’accord 


avee toutes les notations du Formulaire. 








= AG) = 


aé N,fN,. néN, ._). 
3 nt Fela, 1(7+2)| = d.42X nt Fela, l-(n+1)] +nt Fe(a, 1-72) 
*34 dt » » » dt » » dt » 


32) Fela, 1"\(n+1)| — Fela, len) = 
(—1)" jdt Fe(a, ln) X dt Fela, 1(7-+1)]! 
La régle ici expliquée se rencontre dans Schwenter Daniel, Deliciae 
Physico-mathematicae, Niirnberg a.1636 p.111. Voir Favaro BBone. t.7 p.57. 
"4 Fe(a, N,) — Fe(a, len) € O(—1)" /}[ dt Fe(a, 12)? 
8 dt Fe(a, lm) = dt Fela(n—r+1)\7, 1°77] 
} CAYLEY, Phil. Magaz. a.1853 | 
ntFe(a,l) s’appelle « continuant Wordre nde la suitea» (Sylvester 
AJ. a.1878 t.1 p.344). 
6 weR._). aNaneaja Nfl aa[v= Ex + Fe(a, 17) |{ 
| =SQ) 84: | | 
‘7 we GeR._), r= Fe(E(B/)"x |n, N,) 
8 (QO—1)/2 = Fc (1, 1, 1, ...) = Fe el F N,) 
Les nt de cette fraction continue forment la « suite de Fibonacci 
St aeN, ._). (@+1) =a + Fe (27, 2a, 24, ... ) 
9 een 24-Fe(l, 2,1, 1,4,1,1,6,1,1,8,...) [= $e 3-1 
YM 2 o-- - (4, 10, 1,308, 1, 4,1,2,14,5, 1,143 4 42,2, 2,2, 
1,84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1,4, 2,6,6,1,.. 1 | Wannm t2p51} 
Me 21 ae Q{Nn,._): Fe(a,N,) 2Q =. [| (1+a,) 7, Nj em 
} OPPERMANN, Zeuthen . a.l884 p.165 | (p 


Ajoutez: S$ A = (différence) 


1 est Vinitiale de « différenee ». La formule dfe doit étre décomposée 
en (Af), et non en A(fe), qui n’a pas de signification; cette remarque est 
analogue a4 celle pour le signe de dérivation D. 

L’ap lication exacte des notations du Formulaire empéche toute ambi- 
guité. P. ex. la notation 40”, qu’ on rencontre dans plusieurs A., et qui ne 
signifie 4(0”), ni (40). sara iei remplaecée par JA(xre |.x)0. 


+— ‘0 fegfN,. veN, ._). 
(47 jo =: Afr = firw+1)— fx DfA 


‘| Hpv.geqfN, ._). Al ifartga)|or\e = Afx+dAgex 
xX ‘2 Hp. aeq ._). A[(ax/a)|\xla = axAfx 
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23 neN,._). AX /x = (—1)rn! / [r+ 0-7) 
S "3 aeq.weN, ._). A(a’|x)x = a*(a—}) 
31. nEN, ._). An (xr |x)0 = nr! 
Sh Hpo 2D. A302) lvl = A+) 


| ‘41 x,yeN, ._). Al Nr+ Oy) |yly = Ma+ 1° 
"42 > >» A Ei (o+ oy) yy = —y+)) as tn )] 
Cmb 5 Hp. eN, ._). f(x+n) = s[Cmb(7,7) A’ fFx |r, Ovr70] 


°6 Hp ss ae 3 In fie = X|(—L)? Cmb(72,7") fv -r—?r) |r, Orr] 
) °5-"6 MERCATOR a.1668 p.12 { 


Ajoutez: § prob = (Probabilité) 

a,b,sé Cls. Nums €N, ._). 
‘0 = -prob(a,s) = Num(ans) / Nums Df 
‘01 @_)s._). prob(a,s) = Numa / Nums Dip 


4 prob (As) =0 "14 prob(s,s) =1 

2 prob(-a, s) = 1—prob(a,s) 

"3 anb=/ ._). prob(avd, s) = prob(a,s) +prob(d,s) 
“31 prob(ad, s) +prob(ard, s) = prob(a,s) 4+prob(,s) 


NOMBRES COMPLEXES 
$Dtrm (p.165) 1:2. Lisez -2 au commencement. p 
meN, . a€ qF(Leim = Lm) ._): 
SK 112 rselm.r<s ee a(r,s) =0 ae | 
Dtrma = ITa(r,r) |r, Lin) 
"43 nse lm . rhs > m1 ._),.». a(r,s) =O 3_). 
Dtrma = aie )Mae(m—1) 2) Mar, m+1—r) iv, Lie] 
44 rel-m : sel-m._), ar,s)=0 :_). Dtrma =9 
210 Alelm. hel: rel im .).ar,h)=a(r,)) <_). Dtrma =9 
92 «=«meéeN,. as at(i~m! 1-m) . keq. he tm: rel-m ._).. 
ar,h) =kRbv,h) : le fawn re lm ae eaten’ me 
Dtrma = kDtrmb 
"23° méN,. abe qF(1m $ Levin) . keq 3 rysé Lin ._ rs. 
b(r7,s) = k’a(r,s) +). Dtrma = Dtrmb 
“24 We . abe qF(leeim § lem). keq . le erin. hel : 
reli ._).. (rh) ne A)+ka(r,)) : pe lermeth . ve lin. )v,». 
W(r,p) = a(r,p) :_). Dtrma = Dtrmb ( Cantoni 














— 


S$ lins—k 16°0 m,neN,. veClsq, . feq,, fr. ve urdu ._). 
D(f4,7) = 7 (Qn f qn )lin 9 i ea mod(y—7 
ly, #, vf ==0] Df 


Définition de la dérivée d’un nombre complexe fonction d’un autre 
nombre complexe. Elle est une tranformation linéaire, representée par une 
matrice dont les éléments sont les « derivées partielles des m coordonnées 
de f par rapport aux 7 variables. Ex. §vet 61:0 

Cette dérivée est la « déformation infiniment petite d’un corps », consi- 
dérée dans la physique mathématique. 


4 m,n,peN, . ke Cls’q,, .k Dok. fe q,fk.geq,fh. xek. 


D(A.) € (q,,fq,,)lin . Dig, 7%, fv) € (q,fq,,)lin .~). 
Digf, k, x7) = Dig, fk, fr) Dik, x) 
2 m,neN,. ve Cls’q, . 'modu eq, 
gé (q,fu)sim . Dg € (Subst q,)f~ . Dtrm Dg e€ Qf . 
fe q,,f (gu) . Sig‘) €q,, ._). 
Sig) = Sifgx Dtrm Dy, 1) 
} LAGRANGE BerlinM. a.1733, pour n==5; CAUCHY a.1845 
s.1 t.9 p.271 } 


Dtrm Dg est dit « déterminant jacobien 


Sq’ 212 wt. vi-yk+sik = Sblwt+y, —e+s, wt$s, w—y| 





SbI(p, q), (”, 8)] = (DAs) +r —Di+(p—s)k + (gr )ik|/2 (p 
$q’' P35 (p. 172). Ajoutez Hp a-=0. ¢ 
$a (p.175): 
P1-1. Au lieu de 20X-2 lisez 0X-2, c 
Pid. Au lieu de 0X-4 lisez @X-5. (e 
P15. Au lieu de 0X- lisez 0X-5, (¢ 
PL 85. Au lieu de —0X-7 lisez +0X-5. (e 


$a 3:2. On peut aussi écrire la formule de Wallis sous la forme suivante, 
qui donne l’expression du facteur général: 
a = 217}2E[(n+1) 2] / [2E(0/2)+1] |2, N,! 
24 a/2>(2.4.6... 2n) /3[1.3.5... (22n—1)P(2n+1)! 
u/2< (2.4.6... 2n)(2n+2) / (1.3.5... (22+)? 
} WALLIS t.1 p.467 | (p 
106 = S[\l—x?)|7, 9] = a 4 ) WALLIS 2.1655 p.417: 
Circulus ad Quadratum Diainctri, (vel etiam Ellipsis queelibet ad Paral- 
lelogrammum sibi circwnscriptum,) eam habet rationem, quam habent 
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Radices Quadraticee universales Residuorum seriei infinite AZqualium serie 
Secundanorum mulctate, ad seriem illam A°qualium. » | (p 


11°21 aéQ ._). Sleh—(x?-+-0? x”) |r, Q] = a 0/2 
| LAPLACE (ParisM. a.1810, publ. a.1811) Oeuvres t.12 p.368 { (Vv 
11:1 | EULER PetrC. a.1730 (publ. a.1738) t.5 p.44 | (Vv 


§sin 1:6 Cette méme proposition, avee la 2-4 add., a été employée (mais 
non demontrée, ni méme énoneée en général) par Aristarchus = 
+ , Pi ‘ ~ ‘ > /, e427 4 47 
Aowotdozos, Heoi weyed@y xal adrootmudtwy fiiov xai oedivns 


a.. —310'7 —250), Paris a.1810 p.40. (v 
§sin 2°4 x,ye 02/2. xy ._). ta /x > ty /y 

{ ARISTARCHUS p.36; voir §sin 1°6 add. { (Vv 
41. sxr—sy = 2s[(a—y)/2] e[(a+y)/2] ¢ 
4:1. Note. — La formule — sina sinb = |cos(a—b)—cos(a+b)|/2 permet de 


reduire la multiplication a l’addition au moyen d’une table des sinus. C’était 
la méthode, appellée zooodapa/oeos, suivie par les astronomes avant la décou- 
verte des logarithmes. Cette méthode attribuée 4 Joh. Werner (a.1488 71528 
par plusieurs A., (voir M. Cantor t.2 p.454), a été abandonnée étant d’usage 
moins commode que la méthode des logarithmes. (v 


5°3 Substituez aux citations d’Euler et de Gauss les suivantes: 


*32 | EULER a.1737 PetrC. t.9 p.231 } (Vv 

“S3 >» » » » » (V 

*35 | MACHIN; Voir JONES a.1706 p.263 ! (Vv 

43 a=16t'5—4t'/70+ 47/99 

} EULER a.1737 PetrC. t.9 p.232 | (Vv 

6°3 (p.185) . Au lieu de yee 2nz lisez: yee na. (e 
8°21 } _— LER Cale. Int. a.1794 t.4 p.235 (Pe — a. L774 t.19) | 

8°23 } EULER, Cale. Diff:, Pars Il, Art. 57-9: (Vv 

94 xe 02/2 mee * IT \cos(a/2") |n, N,} == sina /x (Vv 

} EULER a.1737 PetrC. t.9 p.235 | (Vv 

8-3. Au lieu de /4 lisez: /2. (Ramorino 
88 { PEACOCK a.1820 Examples of the diff. Calculus, Cam- 

urtilge p.67 | (Vv 

840 w= 4y}t 1 (2"—1) |r, NAL} = 4(01/3 + 67/7 4+ Ot 15+...) 

} PEACOCK a.1820 p.68 | (Vv 


"82 2 = Ait V(w+n+1) |v, Nyt } EULER PetrNC, a.1764 t.9 {(v 
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§sin 8°83 ae 02/2._). /a= /tat+ ¥}2 “t2"a) |r, Ny! 
} RULER a.1746 CorrM. t.1 p.371 | (Vv 
Au lieu de » lisez: n. Vv 
12°0 S(sin, Oz/2) = S(cos, O2/2) =1 }WALLIS a.1670 p.707: 
«figura sinuum rectorum totius quadrantis quadrato radii wqualis est ». | (p 
12°8 Remplacez par: 
°8 2& On me F S[/(1 —2.x coss +’) |v, O|] = (a—s) (2sinz) 
} EuLER Cale. Integr. alT94 t.4 p.288 (PetrNC a. 774 t.19) { (Vv 
12°99 } EULER BerolMisc. a.1743 t.7 p.151 | (v 
12901 m,neN,. — he F 
S(t a a yl”) |e, O] a [vsin(vi7/70)] 
} EULER BerolMisc. a.1743 t.7 p.18L { (v 
12°92 S{(cosr + x sinx) (1+.7*) |v, Q] = ae (v 


)} LAPLACE (ParisM. a.1782, publ. a.1785) Ocuvres t.10 p.264 | (v 


13°1°2 | Ever Cale. Integr. alT94 tA p.339-343 (presenté MS. a 
Acad. de St.Petersbourg a.1781) | (v 
Ces P sont attribuées ordinairement 4 Fresnel. Euler qui les a 
données ici pour la premiére fois, n’a pu pourtant demontrer la 13-1. (v 
13°31 Siw sinx / [1+(sinx)’] |or, Oz} = aflog(2+1)] (2 
Ramorino 


13°35) |} EULER PetrA. a.1777 t.2 p.7 (Vv 


171) ge lqf20r|cres, . he [qf2Oa\decr, . f=g—h .xre 20a .). 
fx =S(f, 202) / (22) + Sicos(izx) Sift hla |, 202] |n, N,{/a 
+ SJsin(er) S{fs sings) |s, 20a] jn, N,t a 
FouRIER, ParisM. a.1807; a.1822 alee 
« Ces théoremes conviennent a toutes les fontions possibles, soit que 
l'on en puisse exprimer la nature par les moyens connus de l’analyse, 
soit qu’elles correspondent & des courbes tracées arbitrairement > 
Les fonctions de la forme g—h, ot g est ecroissante, h décroissante, sont 
dites « & variation bornée » (Jordan). (p 


$B 101 ae qfN,.a,=1:neN,.2D)n. 
SIa, (n—r) | "j Aig es ad S): Q== —/ 2: neN,._)n. 
A2n = (—1)' By (272) « Went) =o (Dp 
$B (p.190). Note. — La notation du Formulaire a été employée par Binet, 
JP. a.1839 t.16 cah.27 p.240. (Vv 
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1:20 aéeN, ._). (@4+1)(2a+1)3}(—1)r—1C(2a,27—2) Br /r |r, 1a} =1 
[ (2a+1,1) | (m,n)P°2 .2. 
T= /(2a+2) + /2 + 3)(—1)r-1 C(2a4+1,2r—1) Br /2r |r, 1°--a} (1) 


(2a,1) | (m,n)P°2 .1). 


1= /(2a+1) + /2 + 2}........... OE) ricci strinnniinsecsece { (2) 
‘1).(2) >. 
O= |(2a+2) —/(2a+1) + 3}........000 CSA 2) on vissateaesoasescesavcns { (3) 
(G53) ewes) 12 (fal) (tod Fee Gia iacn smash veccsoweceununestecweeentucsseveteeet. (4) 
(4) Sy SS (QI) QG-FL) Bihvccsssceavsees Be coaeeseecesdiesetecnasesneasee ‘] (pd 
(e 


§ B P1:23 (p.191). Au lieu de Np-(N,+3) lisez : NpacN,+3). 


§B 2°41 reN, ._). B,= (—1)"" D* [x/(e*—1) |x, q, 0] Dfp (p 
VECTEURS 


§vet 8:6. Au lieu de (a—b)x(a—c) =0 lisez: (a—c) x(b—c) =0. (e 
$vet 14:2. Ce théoréme est contenu dans l’écrit suivant de Stewart: Some 
general theorems of considerable use in the higher parts of mathematics. 
Edinburgh a.1746. Vv 
34:1 La démostration qui accompagne cette P est la traduction de celle 
donnée par Cauchy (s.1 t.9 p.264), par la méthode des projections. En 
remplagant les projections par les produits >, les deux pages de Cauchy 
sont réduites & deux lignes. (p 


§vet 45°33. Lisez le second membre ainsi ... = Transl[(1—e-!)(g—p)] (v 


§vet $e 53. 
o€ pnt . a,be vct . moda = modb =1 .axb =0 . i= D/a ._). 
‘4 Arc[(o+et a) |f, 20a] = 22 
Le point considéré décrit une « cireconférence » 


x, Ox} 





2 weQ ._-). Arc{(o+xa+a7 ia, 2) |, Ox) = S\\(1+a’) 
= w/2 \(1+a*) + /2 logi.x + \1+2")| 

Le point décrit une « parabole ordinaire ». 

3 p,geQ ._). Arci(o + p costa + ¢ sint ia) |f, 202) = 

4S}, (psint?+(q cost) |f, O72! 


Le point décrit 1’ « ellipse de démi axes p et g ». Voir §sin 14:1°2. 


‘4 xveQ._). Arc}(o+ ar + iaje’ +e”) 2] |a, Or} = (e*—e™)/2 


Vj 
La courbe considérée est dite « catenaria », « chainette ». (p 


’ 


RdM. t.7 8 


15. VII, 1901 
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Ajoutez: coord 9% 62. 


ie vetelO0 . je vet aqi.ke vet -(qi+q/). uve vet ._): 
‘0 coord(u; i,j,k) = 19 9 x3(u—wx € Gj+qh) Df 
4 coord(; i,j,k) |w € (qf vet)lin 
coord(u; i,j,k) signifie « la premiére coordonnée du vecteur w, par 
rapport aux vecteurs i,j,k ». 


% 70. a = (produit alterné) 


L’expression wavaw est le « produit alterné » ou « produit extérieur » des 
vecteurs U,v,W. 

Grassmann a.1844 l’indique par [wv]; on peut supprimer les pa- 
renthéses, qui n’ont pas ici la valeur donnée par §1 P 1:2, et indiquer le « tri- 
vecteur» par wew, notation adoptée par plusieurs A. Bien qu’elle ne_ pro- 
duise pas d’ambiguitéavee le produit vw v considéré dans P8, toutefois, pour 
plus grande clairté, nous introduisons un nouveau signe de multiplication 
sous la forme a, initiale de « alterné ». 


La méme opération a été rencontrée, dans des cas particuliers, pa - 
Hamilton a.1845 (voir P71), et par De Saint Venant (ParisCR. 15. 9. 1845), 
qui l’appelle « produit géométrique 

Cauchy a.1853 (s.1t.11 p.444) Vappelle «produit augulaire »; les 
vecteurs i, j k sont des «clefs » 

Voir la bibliographie dans RdM. a.1895 p.179. 

Nous définissons (P:0) d’abord le rapport de deux trivecteurs qui est un 
nombre; puis le trivecteur nul, et l’égalité de deux trivecteurs. Les v® se 
présentent ici pas abstraction, et forment un systéme d’objets irréductible 
avec les systémes précédents. 

uavaw est représenté géométriquement par le parallelépipéde construit 
sur w,v,w, considéré en grandeur et en sens. On peut partir de cette idée géo- 
metrique pour édifier une théorie des vecteurs. 

v’ signifie « bivecteur. » On peut le représenter par le parallélogramme 
construit sur uw et v. Les v? forment un systéme linéaire 4 3 dimensions. 


u,v,w,u' ewe vet. ie vete0. je vet=qi. ke vet-(qi+qj) .>.-. 
"0 (wavaw)/(iajak) = 
Dtrm}[ coord(x; i,j,k), coord(; j,k,/), coord(w; ,i,7) ], 
[ v v v 1, 
[ w w w }} Df 


‘4 wavaw =0 .=: ré vetel0 . se vet eqr . fe vet =(qr+qs) ._),,.,t. 
(uavaw)/(rasat) =0 Df 
41 uauav —0 








ver 


de: 
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42 uavaw =) =. 
A(X,Y,5)3[x,Yy, seq . —(e—=Yy=s—0) . ru+yr+sw =0) Dfp 
43 (u+y')avaw = uavaw + w'avaw 


2 v= [(vavaw) | (u;v;0)] (vetivetivet) = (trivecteur) Df 
a,b,cev® . meq ._).". 


‘3 a=b = ve V'ai0 . x. a/0 = D/x Df 
34 a=b+e =: » .)jr.afe=d/r+c/ax Df 
32 amb = > . jax. a/x = mb/x) Df 
33 xe vel ._). a/x Eq 
4 wav = var! =: we vet Dw. uavaw = v'av'aw Df 
“44 wan =O =: we Vet ._w. vavaw =0 Df 
42 (Wavjaw = uaraw Df 
3 v?= [(var) |(u;v)] (vet! vet) = (bivecteur) Df 
6 a,b,ce v*. meq ._).". 
=b = wevet . Dw. aaw = baw Df 
c= =: » . ==) Df 
a=b-+-c =: » » = baw + caw Df 
=m = » » = m(baw) Df 


i? %. 
ijAe vet . modi ==: modj =: modk==1 . ixj = jxk=kxXi==0 ._): 
‘0 [= (i,j,k) (jak, kai, iaj) Df 

L’opération I est dite «indice». Elle fait correspondre & chaque v? un 
vet, normal au v’, et ayant méme la‘grandeur. Notre I(wav) coincide avec 
Viuv) de Hamilton. L’opération I dépend des vecteurs 7,7,k. Sion les 
change, I vient multipli¢é par +1. En général on prend 7,7,k dirigés 
«en avant, 4 droite, en haut ». 

4 aév’._). Ia € vet 

2 a,be v? ._). a+b) = Ia + Ib (p 


se 80. Volum = (volume) 


0 uve Cls’pnt ._). Volum = (volume intérieur de 7) = 
! wala (0,1,j,%,a\oe pat .ijkevet . foe fmol. ixj= 
jXkR=khXi=0 . heQ . r= l®X Num(p,q,7)3[ 9,q,7'EN . 
O+ (pHOhit+ (QtOhj + (r+Ahk ~) ui] Df 
Soit w une elasse de points ou figure. Prenons un point 0, trois 
vecteurs unitaires orthogonaux 7,7, *,et un nombre positif 2. Si p,q, r sont 
des nombres entiers, o+- (p+) hi +- (q+O)hj + (r+O0)hk est le cube 
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dont un sommet est o+ phi-+ qhi + rhk, et les c6tés, dirigés selon les 
axes coordonnés, ont la longueur f#. En variant p, g, 7, on divise tout 
espace en cubes. Le nombre de ces cubes qui sont contenus dans la figure 
uw, multiplié par A3 (volume d’un cube), donne le volume d’une figure composée 
de cubes juxtaposés, et intérieure a la figure donnée. Ce volume dépend du 
choix des axes coordonnés, et du cdté h. La limite supérieure de ces 
volumes, envariant les axes et #, est dite le « volume intérieur de wz ». 


‘04 Hp'd .>). Volum’ = (Volume extéricur de uw) = 





aeeeaeeaeeeneamlenenmemnmenediens 

— . r= N®K Nun(p,q,r)3[ p,q,ren . 

a[O+(P+O)hi + (GtOh] + (r+O)MK] 9 u\\] Dt 
02 Hp‘0 ._). Volumy = 2¢Volum * eVolum'y) Df 


L’idée du volume d’une figure peut ¢tre considérée comme intuitive. Les 





régles pour trouver les volumes des figures plus simples sont trés anciennes. 
Les exemples cités dans $7 1:1 de Ahmés a, —2000, ont pour but la mesure 
du volume des cylindres. 

Selon Euclide, on reconnait l’¢galité de deux volumes par la superposi- 
tion, ou en les décomposant en parties superposables, ou par un proces de 
limite (lib.12 prop.5). 

La question, si deux polyédres ayant le inéme volume, soient décom- 
posables en parties superposables, a été résolue negativement par 

M. DEHN Gottingen G. a.1900 Heft 3. 

« Ein regulives Tetraeder keinem Prisma raumgleich sein kann, dass also 
Tetraeder und Prisma auf keine Weise in respective congruente Teile zerlegt 


werden kénnen ». (p 
4 reQ.oe€ pnt ._). Volum |pntsp3{mod(r—o) <r]! = 4ar*/3 
} ARCHIMEDES t.1 p.40: ITéoa oqaioa tetoamhacia éoti 
zxavov tod pdaow jer Exovtos tony aH weylotwm xbuh@ tov év tH 
opaiog, bwos O& tiv & tot xévtoov THs opaioas. | (v 
se 81. Area = (Aire) 


‘0 ue Cls’pnt . Volum =0 ._). 
Areaw = lim }Volum}pnt 9.73! 1 mod(.c—i) <<h]t (2h) lh, Q, 0; Df 
Si la classe wa un volume nul, nous définissons l’aire de la figure wu de 


la facon indiquée. 
La considération des aires planes peut ¢tre faite comme pour les volumes, 


et l'on rencontre 4 peu prés les mémes difficulteés. 
La définition de aire d’une surface courbe queleonque donnée par Serret, 
Cours de caleul diff. et int. t.2 p.293, a été trouvée en méme temps insuffisante 
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par H.A. Schwarz ( Mathematische Abhandlungen Berlin a.1890 t.2 p.309), 

et par nous (LinceiAce. 19 genn. 1890), ot nous l’avons remplacée par 

une autre, analogue 4 la définition de Are (P 56) et fondée sur la considé- 

ration des bivecteurs. Nous en choisissons ici une plus élémentaire. (p 
La définition donnée ici avait ¢té reconnue possible par 

BorcHarDT C. W. (Gesammelte Werke Berlin a.1888 p.67) 
a1l854 JdM. t.19 p.369: 

« On sait que le volume compris entre deux surfaces paralléles se 
reduit au produit de laire de une des deux surfaces par leur distance, 
lorsque cette derniére devient infiniment petite. L’inversion de ce resultat 
montre que laire dune surface peut étre considérée comme la limite vers 
laquelle converge le rapport, dont le numérateur est le volume compris 
entre la surface et sa paralléle, et le dénominateur la distance des deux 
surfaces. » 

Sans avoir remarqué ce passage de Borchar dt, cette méme définition 
a été proposée par 

H. Minkowski (Jahresber. der Deutschen Math. Verein. 
Leipzig a.1901 t.9 p.115): 

Es sei eine Fliiche. Man construire... den Bereich der Entfernung 
<r, von F. Es sei V(r) das Volumen dieses Bereichs, so kann der Grenz- 


2 eee : ; ; 
wert von —5— fiir cin nach Null abnehmendes 7 (vorausgesetz, dass die 


al 
Grésse V(r) sowie dieser Grenazwert existirt), als die Oberfliche der 
rlieche F eingetiihrt werden ». H. Minkowski a donné aussi une deéfi- 
nition analogue pour la longueur d’un are, qui coincide & peu prés avec 
la 82-0. (Vv 
‘4 reQ.oe pnt ._). Area pnt» .x3[mod(2—o) =r] = 4ar? 

} ARCHIMEDES t.1 p.136: Ildoyns opaioas } éaupdvea 

tetoamhacia éoti tod jeyiotov xdzhov tov év abt. § (Vv 


se 82. Are 
‘0 we Cls’pnt . Areaw =0 ._). 
Arcu = lim} Volum[pnt 7 3[1mod(a—v) <h)/(zh’*)] |h, Q, 0} Df 


‘4 o€ pnt. ie vetewO . reQ ._). 


Are pnt x3[mod(v—o) =r . (v—0)Xt =0] = 2ar (v 
Ajoutez a la TABLE DES SIGNES. 
a = produit alterné add. p.106 prob = probabilité p.10i 
4= différence p.100 v2 = bivecteur p.107 
Area = aire p.109 v3 = trivecteur p-107 
coord = coordonnée p. 106 Volum, = Volume intérieur  p.107 
Fe = fraction continue Dp: oo Volum’ = extérieur p.108 


I = indice p.107 Volum = » propre p.108 











Ajoutez aux 
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Publications citées par une abréviation : 


BerlinAbh. = Abhandlungen der Kgl. Preussischen Akademie der Wis- 


senschaften 


zu Berlin. Berlin. 4°. 


GéttingenNachr. = Nachrichten von der Kéniglichen Gesellschaft der 


Wissenschatten zu Gottingen. Mathematisch - physikalische Klasse. 


WarszawaP. = Prace Matematyezno-fiziezne, Warszawa. 

PhilMagaz. = The London, Edinburgh and Dublin philosophical ma- 
gazine and journal of science. Conducted by Lord Kelvin, G. F. Fitzge- 
rald, W. Francis. London. 

ZeuthenT. = Tidsskrifft for Mathematik (Copenhague). 


Additions A la BIBLIOGRAPHIE 
Toutes les citations sont relatives 4 ces additions. 
Ahmés §vet 80n Jones §Num 82 §! 8 §sin 35 
Archimedes §vet 80:1 81-1 Jordan Ssin 17-17 
Arnaudeau Sf 14:03 ore Slog 2-41n 
— 7 i os Kummer gf 6'1 §Np 2°01 
ine ‘On ee 
Blater SN 14:03 Laguerre §e54 
Bonnet Slim 2:12 §D 4-4 Lagrange 9} 209 Glinié:? 
aiid Svet Sin Legendre Se 5:21n 
Brigg SLog n Maclaurin § 9:30§ 220-6 
Catalan Slim 13-401 a Sr 4:3 
Cataldi § Fe 1:2 + y 6 
Cauchy S310 §Dvr2‘52 rei en y 126 
Slim 241 §D8n §linl6-2 §vet70 2 44-4 vski Pai 81 P 
Cayley Fe 1°5 Mill _— . a “oe 
Cesaro §! 75 Slim18-6 ren ing 
Colson SS 10 Oppermann §Fe 21 
Couturat S/ n Padé SQ 41-4n 
Darboux Scont 3:11 Peacock §sin 88°81 
Dehn Svet 80 Poincaré SD 8n 
Descartes  §Nprf de Saint Venant Svet 70n 
Dini Slim 15°31 Schwarz Svet 81n 
Euclide Svet 80n Schwenter SFe 1°32n 
Euler SN6-0 $!7-71 §211:12 Servois S91 62 §-1°5 §15 
§sin 5°32°33°43 8°21-23-24-82 Staudt SDvr 251 
8°83 12°9-901 13°1-2°5. Stolz S/_ 
iain SFe 1:32n Sylvester SNprf §Fe 1:52 
Frenicle $Nprf Tannery = § 
Fourier §sin 171 Vandermonde 8! 6:3 
Grassmann §D 4:4 §vet 70n Wallis $!79 §S5-7 10:9 
Hadamard S§Lm " $7106 §sin 120 
Hamilton  §vet Tin Werner §sin 4°1n 
Hardy gs 3-8 Wlacq SLogn 
Haussner §Np 1°4 
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Albino Nagy 





Si spense inattesamente in Roma il 26 Marzo, nel suo trentaquatresimo 
anno, lasciando di sé gradito ricordo e non fugace rimpianto nei colleghi 
e nei discepoli. 

ALBINO NAGY (1) nacque a Traut, in Dalmazia, il2 ottobre 1866; 
non ebbe fratelli ed aveva appena sei anni quando gli mori il padre, 
Giuseppe, procuratore di stato a Zara; sua madre mori a Roma l’anno scorso. 

Frequento le scuole elementari e l’i. r. ginnasio di Zara, dando subito 
prova di intelletto pronto e versatile; superato con distinzione l’esame di 
maturita, nel 1884 si reed all’universita di Vienna, dove nel 1888 consegui 
a voti unanimi la laurea in matematica e con lode quella in filosofia. 

Venuto a Roma nel 1889, insegnd nel 1889-90 lettere latine e greche 
nel ginnasio superiore pareggiato di Ceecano; negli anni 1890-96 insegnd 
filosofia nel liceo pareggiato di Velletri, avendo per due anni l’inearico 
di lettere latine e greche in quel r. ginnasio superiore. 

Frattanto, il 14 dicembre 1892, fu abilitato per titoli alla privata 
docenza con effetti legali in Logica matematica presso la R. Universita di 
Roma dove imparti lezioni negli anni 1893-96. : 

Dal 1896 sino agli ultimi giorni fu docente di filosofia nel r. liceo di 
Taranto. 

Possedeva una cultura varia e multiforme, essendosi egli oceupato di 
storia della filosofia araba, e di lingue orientali. 

Qui perd diamo soltanto l’elenco dei -.contributi che egli apporto alla 
logica matematica. 

1890 — Fondamenti del calcolo Logico. Giorn. di Battaglini, Napoli 1890. (Estr. dalla sua 
dissertaz. di laurea: « Ueber Anwendungen der Mathematik auf die Logik » ). 


— Sulla rappresentazione grafica, delle quantita logiche. Rend, della R. Acc. dei lincei, 
Roma 1890. 
1891 — Lo Stato attualeei progressi della logica, Riv. ital. di Filosofia, Roma 1891 t.6™ 
p.301-319. (Recens. in RdM. a.1892 t.2 p.80). 
1892 — Principii di logica esposta secondo le dottrine moderne. Torino 1892. 
— I teoremi funzionali nel calcolo logico, RAM. 1892 t.2 p.177-179. 
1893 — Ueber Beziehungen zwischen togischen Grissen, Monatshefte ftir Mathematik, 
Wien 1893, t.4 p.147-153. 
— La logica matematica e il calcolo logico, Riv. Ital. di Filosofia, Roma 1893, t.81 p.389-395 
1894 — I primi dati della logica id. Roma 1894, t.91 p.33-70 
— Ueber das Jevons - Cliffordsche Problem Monatsh. far Math., Wien 1894 t.5 p.331-345. 
— Sulla definizione e il compito della logica, Roma, Balbi, 1894. 


1896 — Alewnt teoremi intorno alle funzioni logiche, RdM. t.6 a.1896 p.21-24. 
Me 





(1) Le notizie qui date sono estratte da un cenno necrologico scritto da Alessandro Padoa, 
inserito nel fascicolo III Maggio-Giugno della Rivista Filosofica, Pavia, 1901. 
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Recensione 


O. Stotz und I. A. GMEINER — Theoretische Arithinetik, 1. 
Leipzig, Teubner a.1900. 

Il nome dello Stolz ¢ ben noto nel mondo scientifico pei suoi lavori 
originali, e pei suoi trattati di Aritmetica e di Caleolo infinitesimale, 
ove si osserva un rigore eccezionale insieme all’uso degli ultimi risultati 
cui pervenne la scienza su questi soggetti. E quindi con piacere che sara 
appresa la notizia di questa nuova opera. Esso ¢ un trattato scolastico; 
e quantunque espresso col linguaggio ordinario, per la sua precisione ci 
pud subito paragonare punto per punto col Formulario, a.1901, che indi- 
cheremo con F. 

Nella 14 sezione, che serve dintroduzione, dopo aver indrodotta idea 
di grandezza, in modo che la si pud considerare come idea primitiva, 
VA si occupa a p.2 delleguaglianza, enunciandone le tre proprieta 
caratteristiche (F $1 P10-1-°3). Ed aggiunge la condizione : 

« Je zwei Dinge des Systemes miissen entweder gleich oder ungleich sein» , 
la quale non @ una proprieta dell’eguaglianza, ma un principio di logica, se 
colla parola ungleich = diseguale si intende «non eguale » (FS§4 P12 e 3°6). 

L’A daal segno= un significato pit ampio di quello che abbia nel F, 
e quindi non ammette la $1 P10°6. Diversamente detto, l’A considera varie 
specie di eguaglianze, tutte indicate collo stesso segno =. Invece nel F 
il segno = rappresenta costantemente un’eguaglianza sola, detta anche 
identita. Le relazioni soddisfacenti alle condizioni °1:2°3 di §1 P10 sono 
espresse col segno= accompagnato da altri segni. Cid @ necessario a 
farsi nel F. 

A p.b5 VA. parla delsegno <, che considera come rappresentante un’idea 
primitiva, determinata mediante un sistema di proprieta. La 1) a p.6_ si 
potrebbe erigere in definizione nominale sotto la forma b>a .=. ado. 

La 2) é identica alla §> P2°5 del F. 

La 3) esprimente una propriecti del segno = secondo l’A. é soppressa 
dal F, ove il segno = ha un valore costante. 

La 4) coincide con §> P2:1 del F. 

Siccome nel F il segno > ¢ definito nominalmente, queste P si 
presentano come teoremi, e@ non come Pp. 

A p.9 VA. spiega Vuso e la soppressione delle parentesi, assog- 
getandolo a regole chiare. 

A p.10 VA. spiega la regola di logiea detto « Teorema di Hauber » 
FSA P2°6, e la regola delle negazioni data da §-P2°4. 

L» 24 Sezione tratta dei « numeri naturali ». L’A. esaminata la defini- 
zione Euclidea, e le osservazioni di Helmholtz, Kronecker, Dedekind; 
sceglie la trattazione del « Formulaire », sia nella sostanza che nella forma. 
Il numero successivo d'un numero @ é indicato con a-+-; con questa ope- 


razione definisee le cifre, compreso il simbolo X per indicare il « dieci ». 
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L’addizione é definita per induzione e i teoremi sono dimostrati come nel F. 
FE noi siamo ben lieti nel vedere che le teorie pure sviluppate nel 
Formulario acquistino sempre pitt importanza anche nel campo didatiico. 
L’A. incomincia la numerazione con 1, come in F1888; mentre nel 
F1898 e oggi la numerazione comincia con 0, onde ecliminare la difficolta 
nel definire lo 0. 
Inoltre, a causa del valore che lA. attribuisce al segno =, egli 
aggiunge ancora alle Pp la a=a, che nel F appartiene alla logica pura. 
Il principio d’induzione, o della « conclusione dan ad n-+-1, é dall’A. 
attribuita a Bernoulli, mentre nel F é citato Pascal. 
La definizione del prodotto é pure data per induzione, e le dimostra- 
zioni coincidono con quelle del formulario. 
L’A. ap.28 introduce il nostro sistema di numerazione e lo 0; ma 
manea la definizione nominale di questo segno. 
A p.34 trovansi aleuni esercizii alla 24 sezione che possono essere util- 
mente tradotti in simboli. 
a, 6, c,d eN, ._) 
4) a> quot(d, c) =.ac>b 
Dd) quot(a, b) > quot(c, d) .=.ad > be 


6) identico a Squot P15 7) identico a Squot 1°51 

8) a>c.b<d .). quot(a,b) S quot(e,d) 

11) identico a Squot P1:2 12) trasformabile nella 11) 
13) eX quot (a,b) = quot(ac,b) = {quot(a,b) +1 |}e—1 
14) identico a Squot P1:3 15) complicata 


16) quot(a,b) X quot(c,d) = quot(ab, cd) = quot(a,b) quot(ce,d) + 
quot(a,b) + quot(c,d). 
17) complicato. 
18) quot (a,b) -+ quot (¢,) quot (a+e,b) = quot (a,b)4+ quot (c,d) +1 
7) identico a Smit 1°42. 8)=§> P41 10)= idem 
La Sezione 38a « Teoria analitica dei numeri razionali » si oceupa 
delle operazioni su coppie di grandezze. Sono notevoli i teoremi: « Se un 
operazione su 3 grandezze ¢ associativa, essa lo 6 pure su pit grandezze ». 
Essa é commutativa se lo é su due ». Essi sono seguiti da una _ serie 
di formule; ma la loro redazione completa in simboli presenta delle difficolta. 
A p.57 i numeri razionali sono indrodotti con una definizione che nel 
Formulario é detta «per astrazione ». Su questo punto, accennato in 
F1901 § P3 nota, gia si é parlato in RdM. t.1 p.262. 
L’A da la defl: 
« All’insieme di due numeri naturali a,b con riguardo al loro ordine 


noi facciamo corrispondere un nuovo oggetto che si indica con a/b, e, 


dicesi frazione 
Def2. «due di questi oggetti a/b e c/d diconsi eguali, seaxd =bxXe. » 
Def3... «si dice che @b> ed, quando ad> be. 
Questa 3@ def. non é omogenea (F p.8). Come pure non é omogenea la 
Di del prodotto di due fraxicni ($/5-2) 
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La def della somma é resa sensibilmente omogenea mediante un teorema 
precedente (p.59) ma @ complicata. 

A p.61 1’A. introduce i numeri negativi, facendoli dipendere da coppic 
di numeri positivi, e imitandoil processo seguito per introdurre gli irrazionali. 

A p. 63 1’A. indica con |a| il valor assoluto del numero a, e adduce 
ragioni per provare che questa notazione ¢ pit comoda della moda di 
Cauchy. Queste ragioni trovansi gia esposte, e discusse nel F p.84 e la 
ragione per cui ivi si preferisce la notazione di Cauchy. 

p.64 Teor. 1=§mod1°4 

La regola dei segni (p.65) = F §X 6, non é@ assunta propriamente come 
definizione, ma conseguenza immediata della Df. 

A p. 70 l’A. indroduce le radici quadrate, come nuovi enti senza par- 
lare di irrazionali. Pare che cid corrisponda ad un bisogno sentito nelle 
seuole austriache, come lo é pure attualmente nelle scuole italiane. Poiché 
nei nuovi programmi di matematica pei Licei si fa al 2° anno la teoria 
delle radici, e al 3° la teoria dei numeri irrazionali. 

Il nostro A. sviluppa la teoria con rigore; perd le definizioni paiono 
un po’ artificiose. 

La sezione 44 sviluppa sinteticamente la teoria dei numeri razionali, 
introducendo le « parti dell’unita ». A p.77 introduce i numeri negativi 
per una via che parmi difficile ridurre in simboli: le def. date dall’A. non 
soddisfano alle leggi delle definizioni simboliche. L’A. segue il nuovo prin- 
cipio di distinguere i segni -+-e — davanti ad un numero, dai segni per 


indicare l’addizione e la sottrazione. Invece di —a scrive a; e cita la 
notazione di Spitz (a con una freccia orizzontale), di Méray (con una freccia 
sovrapposta), di Padé (an =a negativo). Nel F. si é seguita l’idea opposta, 
perché introducendo i numeri negativi, ed i fratti come operazioni, il 
valore dei segni + e— é lo stesso, sia nelle formule b-+-a, b—a, che nelle 
+ae—a. 

« Frazioni sistematiche » sono le frazioni corrispondenti alle decimali 
in una base qualunque. 

Le ultime pagine si riferiscono al calcolo numerico sui numeri decimali. 

Altra recensione, dovuta al prof. Vivanti, trovasi nel « Bollettino di 
Bibliografia » giugno 1901 p.42. 


G. PEANO 








ie 
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SUR LA LOGIQUE DES RELATIONS 
AVEC DES APPLICATIONS A LA THEORIE DES SERIES 
PAR 
BERTRAND RUSSELL 
‘ellow of Trinity College, Cambridge. 
TABLE DES MATIERES 
. Théorie générale des Relations. 
2. Les nombres cardinaux. 
. Les Progressions. 
. Le fini et l’infini. 
5. Les séries condensées. 
Les séries fondamentales dans une série condensée. 


~ 


SRILISN SoS Sy 
2 OH op DO 


La logique des relatives, telle qu’on la trouve chez MM. Peirce 
et Schréder, est difficile et compliquée & un si haut degré qu'il 
est possible de dodter de son utilité. Ces deux auteurs, puisqu’ils 
ne possédent pas la distinction entre € et _), regardent une 
classe comme une simple somme d’individus. Pour cette raison, 
une relation n’est pour eux qu’une somme de couples d’indi- 
vidus. Il en résulte que les propriétés fondamentales des rela- 
tions s’expriment par des formules de sommation trés longues, 
et dont la signification ne ressort pas trés évidemment de la 
notation. C’est pourtant la logique des relations qui devrait 
servir comme fondement & la mathématique, puisque ce sont 
toujours des types de relations que l’on considére dans le rai- 
sonnement symbolique; c’est & dire, on ne doit pas considérer 
telle ou telle relation particuliére, & l'exception de celles qui 
sont fondamentales pour la logique (comme € et 0), mais bien 
les relations d’une certaine classe — par exemple, les relations 
transitives et asymétriques, ou les relations univoques et réci- 
proques. Je montrerai dans le présent mémoire qu’il est possible 
de simplifier énormément la logique des relations, en se servant 
de la méthode et de la notation de M. Peano, que je suppose 
connues dans ce qui suit. Cependant il parait que la logique de 
M. Peano n’est guére compléte sans l’introduction explicite des 
relations. Prenons comme exemple la définition de fonction (1). 
Les signes xu et ux, qui paraissent & droite dans cette défi- 
nition, ne s’expliquent nullement par ce qui précéde. La juxta- 
position de deux lettres n’a recu aucun sens excepté la mul- 


(1) Formulaire, 1901, § 10, P1-0- 01, 
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tiplication logique, qui n’est pas ici en question. Le fait est 
que la définition de fonction nest possible que par le moyen 
d’un nouvelle idée primitive, savoir celle de relation. Qu’on 
remarque par exemple la conséquence suivante. De la défi- 
nition citée, et des P §20 P9-4, $22 P2°4, $25 P1:02, P2-0, on 
déduit 
abe N, .o. a+b = ab = axb 

Cette conséquenace montre que la notation adoptée a besoin 
de modification. Je donnerai (§ 3, 4) une notation plus com- 
pliquée, de laquelle on ne peut pas tirer de pareilles consé- 
quences. On verra du reste que lVintroduction des relations 
donne lieu & une simplification et une généralisation de beau- 
coup de théories mathématiques; et elle nous permet de donner 
des définitions nominales partout ott les définitions sont possibles. 

Dans ce qui suit, j’ai adopté quelques uns des symboles de 
M. Schréder, par exemple, R, 0", 1. Je wai pas réussi & me 
conformer & la régle du Formulaire, de mettre tous les sym- 
boles sur une ligne, et dans le cas des relations il m’a fallu 
distinguer RP de RaP. Pour le reste, j’ai adopté tout ce qui 
se trouve dans la logique de M. Peano, ainsi que la notation 
Elm, suggérée par M. Padoa [RdM., VI, p. 117]; cependant j’ai 
distingué ov, off # est une classe contenue dans le domaine 
d'un relation R, de os. Pour cette raison, le produit logique 
Mune classe # et dune classe représentée par une lettre 
grecque est toujours indiqué par orw ou anu ete., et non pas 
par ov ou wo [Voir § 1, Prop. 1°33°34°35°36]. 


$1, 
Théorie générale des Relations. 


% 1:0 Idée primitive: Rel = Relation. 
‘“4=- Re Rel .o: wRy =. x” a avec y la relation R. 


21. Re Rel .0. o= x2)aya(rRy)! Df 
22 Re Rel .o. o= wx3}\ay3(yRx)} Df 


Si R est une relation, o est ce qu’on peut appeler le domaine de la 
relation R, c’est A dire, la classe des termes qui ont cette relation 


avec un terme quelconque ou avec plusieurs termes. J’emploie toujours 
(excepté pour les relations qui se trouvent dans le Formulaire) des lettres 
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majuscules pour les relations, et les lettres minuscules grecques corres pon- 
dantes pour les domaines des relations. Dans les definitions 21°22 la 
lettre R est supposée variable, e’est A dire, a sera le domaine d’une re- 
lation A, # d’une relation B, ete. Je regarde 3 comme une idée primitive, 
de sorte que je me permets de mettre ce signe en avant de propositions 
non réduisibles sans son aide a la forme xea. 


34 Re rel. wgo .0. ow = y3(aRy) Df 
32 280 .9. ox = y3(yRx) Df 
33° Re rel. we Cls. woo .0. o = y2 Sau v3(eRy)} Df 
34 uo = y3\reu ox. Ry} Df 
*35 Udo 2. OU = ys\aunc3a(yRa)! Df 
"36 Uo = y3\xEu Ox. YRa} Df 
“4 Ré rel .0. ao =. do 

5 ah ==. Zo Df 
‘6 RR’ rel .o.. RoR’ =: xRy .ox,y. «Ry Df 
61 R=zR’ <=: RoR’ . RoR Df 
‘7 Re rel .o. arel s R’2 (xR'y =. yRx) Pp 
‘74 Re rel .o. rel n Ra(wR’y =. yRx) € Elm 

[ RR, ¢ rela R'a(xR'y =. yRx) .0.. cRyy =. yRx : eR y .=. yRez.:. 

a: Diy ==. Chey so. Ry ==R, ] 

‘72 Rerel.o. R= 7rels R/a(rR'y =. yRx) Df 
'§ arelARs(o = ur. 0 = vy) Pp 


Cette Pp est d’une grande importance, surtout dans l’arithmétique. 
Elle aftirme qu’entre deux individus queleonques il vy a une relation 
qui ne subsiste pas pour aucun autre couple d’individus. Elle n’a pas 
besoin d’hypothése, puisque x et yne sont sujets 4 aucune limitation. Cepen- 
dant on peut larestreindre au cas ott x et y sont différents, puisque le cas 
ou x et y sont identiques se déduit de celui-ci par la multiplication rela- 
tive (2:1). 


9 Rerel .o. R=R 
[ aRy =. yRe =. eRy | 


‘94 RSerel. R=S 0. 9 =0.0=6 


S 


R=S = R=S 
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93 ~R,, R,€fel .0.°. e(RyR,)y = cRy wv. cRy Df 
‘94 KeCls’rel .o. “K = RajwRy =. aK 4 R'a(xR’y)! Df 
98 Ke rel Pp 
96 R,,R,eérel .o.. e(RAR,)y =: eRy . rRy Df 
‘97. Ke Cls’Rel .-. 9» ‘K = RajwRy =: R’eK or’. xR'y} = Df 
98 aK erel Pp 
% 21 KR, R,erel .o: 2 RR, s =. ayz(xRy . yR,s) Df 
“14 R,R, € rel Pp 


Il est nécessaire de distinguer R,AR,, qui signifie le produit logique, 
de R,R,, qui signifie le produit relatif. On a R,aR,=R,, mais non 
pas en général R,Ry=R,; on a RiARZJ=RAAR,, mais on n’a pas en 
général R,R,g= R,R,. Par exemple, grand pére est le produit relatif de 
pere et pere, ou de mere et péere, mais pas de pére et mere. 

"42 ©Rerel .o. R*? = RR Df 

43 R,Se rel .o. (RS) = SR 

ess —_ = 
[ x(RS)y =. yRSx .=. qze (yRe . Sx) .=. qze (Sz . zRy) =. eSRy |] 


‘2 Transitif = tr = rel n Ra(R*R) Df 

Quand on a R’?oR, on a xRy. yRz .o. eRz. 

3 Rerel o.. B= R = cRz =. ayo(oRy . yRz) 

Si R est une relation qui engendre une série (ce qui demande que R 
soit transitive et contenue dans la diversité), R82=R donne la condition 
que cette série soit condensée (iiberall dicht), c’est & dire qu'elle posséde 
un terme entre deux quelconques de ses termes (Voir le § 5). 





‘4 Rerel .o: veRy =. =-(x~Ry) Df 
af “RK € rel Pp 
6 (-R) = =(R) 


Je n’ai pas trouvé nécessaire l’addition relative de MM. Peirce et Schroder. 
En voici la définition : 
Soient R, S des relations : leur somme relative est une relation P, telle que 


aPy .=.°. v-Rz .dx. 2y : 2-Sy .ox. xRz Df 
on a xvPy =. -q(-02% A =07/) =. =}2(-R-S)y! 
se 31 eerel Pp 


Cette Pp dit que ¢ est une relation. Dans ce cas, j’ai di abandonner la 
régle d’employer des majuscules pour les relations. 
2 e=x3}\ay3(xrey)} Dt — [ e= individu ] 


e = xa\aya(yex)| Df [ e=Cls-A ] 


3 


eoe [ yee .o. yeCls .0. yee | 


~ 
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3 weey =. 123(wEs . yes) 

‘B10 weey ==. 153(sex . Fey) =. x,yeCls . ary 
6 ye Cls’Cls .o. Ky = ra(re*y) 

‘7 Rerel: véo .0,. y2(vRy) = #70. R = € 


[ weo .or : HRy =. yer 0... R=e | 
8 uve Clset/\ .o. arel n RajwRy =. xeuw . yer) 


[ Prop 1:8 .o. qrel n Pa(se = 2. tv = 2) 
Perel. =a. tu = 27.93: 
EU. GED se ye ‘ePe)y wt. NBU WW. YE” .ar,y. -\e(ePe)y! 2:9. Prop ] 
Cette proposition prouve que, si wv, v sont deux classes non nulles, 
il y a une relation qui subsiste entre toute terme de w et toute terme 
de v, mais qui ne subsiste pas pour aucun autre couple de termes. 
84. ue ClsetA .o. areln Rao = uw: xeu =, Ru) 
[ Prop 1:8 .o. q relaPa(a = sw . 7 = tu) :9.°. 
reu .dx, x(eP)u: xrmeu dx . <x(eP)w .d.". Prop | 
82 we Clser/\ 1). €u=7 rel n R80=u: veu =,.xRu) Df 


La relation ¢ est la relation ¢ pour la classe vw seule. Elle est formée 
par le produit relatif dee avec la relation qui subsiste seulement entrew et wu. 


% 441 Idee primitive: 1’ = identité 
Ce symbole est tiré de la notation de M. Schréder. Je n’emploie pas le 
symbole = pour lidentité des individus, puisqu’il a un autre usage pour 


l’équivalence des classes, des P, et des relations. 


2 1 € Rel Pp 
+ wana Df 
0’ est la diversité. Elle est une relation, en conséquence de Prop 2:5. 
31 xvl’ax Pp 
32 Vol’ Pp 
33 Rerel.xRy.y1’ 3.0. xRz Pp 
34 1" 91’ | Prop 4:33 .o. Prop ] 
6 Pol 
[ al’'y =. yl’x {1} 11) . Prop’32 .0. al’y 12) 
12.9. Dol’ {3} 13! . Prop:32 .o. Prop | 


“44 1° = 1’ 
[ xl’y. yl’y .o. x1y so. 1’9 1” {1} 
\1{ . Prop’34 .o. Prop ] 








(| — 


42 0’ = 0’ 
| Prop’3:4 .>. Prop ] 
°S R,Perel .o: RP 9 0’ =. RP 9 0’ 
| RP 00° .=: aRy . yPz .02,y,%- 20's : 
=. <7 (a,y)x(aRy . yPx) . 
=. <q (x,y)3(yRa . xPy) . 


=: yRex . «Pz .dz,y,x. y0’s ==. RP 0 0" J 
se 54 Ne--1 = Reln Ra}rRy . xRs .9,. yl’s} 
44. 1--Ne= ReloRe)yRx . sRx .9,. yl’s} 


2 ReNe--l =. Re 1--Ne 
3) 1--1 = (Ne--1)n(1--Ne) 


Df 
Dt 


Df 


Ne-+1 est la classe des relations univoques. Le symbole Ne-+-1 indique 
que, si on a eRy, quand x est donne, il n’y a qu’un y possible, mais 
que, quand y est donné, il y a un nombre cardinal queleonque de wx qui 
satisfont a la condition «Ry. De méme 1--Ne est la classe des converses 
des relations univoques, et 1-+1 est la classe des relations univoques et 


réciproques. 
314. Ne--1 = Rel Ra(veéo 5... 0.0 € Elm) 
32 «1-+-Nc = Reln Re(veo .9,. or € Elm) 


4 Vel-l 
[ Prop 4:34°4 .o. Prop | 


*§ Re l--l.o. Rell 
‘6 Re1l--Ne.o. RRo1’ 


On n'a pas RR=1’, puisque le domaine de RR et le méme que celui 


de R, qui n’est en général qu’ une partie du domaine de 1’. 


[ eRRy .o. qz3(xv,ye o 2) : Re 1-+-Ne .d. 02 € Elm .*.o. Prop | 


‘7 R,Sel--l .o. RS € 1-1 


*s RSeNe-+1. ve Cls. wo. ov 00. RBS=P 20. o(ou) = aus 


» 


[ wew. yl’ 1x0 .d. yéo 0: 2 V ayo 0d. LRSz «7.9. 6 0) Oo zu 


weu . ©RS2 .d. Won ya(rRy . ySz) .d. yeou . 2 a ou 


oo. T0906 0U 


{1} . }2} .o. Prop | 





iat 


lo 

















— 


% 61 SeNc-+1.R=SS 0, RoOR.R=R 


[ eRe .=. gq ys(aSy . zy) 1 
sRw .=. gq va(2Sv . wSv) 12} 


Se Ne-+1 . Sy . zSv .o. yl’v 13! 
{1}.{21.:3} .o: eRe. zRw .o. q ys(aSy . wSy) .o. eRw so. R? oR \4| 
Rs =. q y3(aSy . 2Sy) =. qya(sSy . eSy) =. zRa:o. R=R {5} 
{4{.\5} .o. Prop | 

2 Rerel. ROR. R=R.aR.o. aNc-+-19S3R=SS) 


PS Ws; ep ow 23s 


_ 


xSu . ySu .=. x,yeo. u= ox = oy .d. Ry 10. SSoR {1} 
RoR. RHR. qh .0: reo .or . EOL {2} 
(2) . Hp} 1! .o: wRy .o. x,ye ow .o. eSox . ySox .o. aSSy :9. RoSS {3} 


{1{ . {3} .o. Prop | 


La P 6:2 est la converse de la P 6:1. Elle affirme que toute relation 
transitive et symétrique et non nulle peut étre analysée comme produit 
dune relation univoque et de son converse, et la demonstration donne 
une facon dont ceci peut se faire, sans prouver qu’ il n’y a pas d’autres 
facons de la faire. La P 6:2 est présupposée dans les définitions par 
abstraction, et elle montre qu’en général ces definitions ne donnent pas 
un seul individu, mais une classe, puisque la classe des relations S n’est 
pas en général un élement. Pour chaque relation S de cette classe, et 
pour tout terme «x de R, il vy a un individu qu’indique la définition par 
abstraction; mais les autres relations S de cette classe.ne donnent 
pas en général le méme individu. Ceci s’expliquera mieux dans les appli- 
cations, par exemple dans le § prochain. Cependant on peut toujours 
prendre la classe ox, qui parait dans la démostration de Prop 6-2, comme 
Vindividu indiqué par la définition par abstraction; ainsi par exemple le 
nombre cardinal d’una classe wu serait la classe des classes semblables 4 wu. 


Les nombres cardinaux. 


sw 14 ureCls .o: wsim v =. a 1--19Re(vo0.0 v=) Df 


Pour la définition de o w, voir § 1 Prop 1°33. 
‘44 sim € rel Pp 
Pour affirmer qu’un terme de valeur constante, tel que « sim», appar- 

tient 4 telle ou telle classe, on a toujours besoin d’une Pp quelconque. 


15. VII, 1901 RdM. t.7 9 








29 weéCls.o.usim u 


{ 2° 241s RS1" 20; 2100 ou =U :9. Prop | 
21 u,veCls.o:u simv = vsim u 
[ $1 Prop 5°5 .o. Prop | 
22 u,v,weCls.o: usimv.vsim w .o. wu simw 
[ § 1 Prop 5:7 .o. Prop. | 
3 a Ne -— 1”Sa(sim =SS) 
[ 1.11°2°21-22. § 1 Prop 6°2 .o. Prop | 
‘4 G=Ne + 1nS2(sim =SS) Df 
Voir la note a lafin du § 1. Si l'on veut définir le nombre cardinal par 
abstraction, on ne peut définir qu’une classe de classes, dont chacune 
a une correspondance univoque et 
et a laquelle appartient chaque classe qui a une telle cor- 


réciproque avee la classe « nombre 


cardinal, » 
respondance. Ceci résulte des propositions suivantes ( °52 et °54), 


3 Seg.o.o = Cls [sim = SS: we Cls .ow. uw sim ws. 
wé Cls du. a x3(US2) | 
31 S,S'eg.0. SS’ € 1-+1 
[ aSS'y . aSS'y’.=. q Clsn ua(uSx.uS y).q Clsau'a(u'Sx.u'S'y’) }11 


uSx .w'Sex .o. wsimw’ .o. wS'S'w' .o. qy"s3(uS'y” . w'S'y”) 


11}. |21. S,S’e Ne-+1 0. yl’y” . y'l’y” .9. yl’y' .o. SS' e Ne +1 13} 


13! .o. XS eNe-+1.o.SS'e1-+Ne 4! }3!.}4! .o. Prop ] 
32 S,S’eg.o. osimo’ 
[ xo .0. Wy Cls n uz (wS2) \1} 
Prop 1°5 . weCls .0. qo A ys(US'y) {2} 
}1{ . $2.0: wee .on, qo" n y3(aSS'y) 13} 
|3{ .o yso’ .dy, Go A aa(xSS'y) 4) 
{3} . {41 . Prop 5:1 .o. Prop ] 
33° Serel. Re 1-+-Ne.o90.9.SRRS =SS 
[ 090 .0: eSy .da,y. B23(yRs) }1} 
Re 1-+-Ne .o: yRe . zRy’ eal ay’ {2} 
{1] . {2} .o. SRR = S81’ 13} 
}3! . $1 Prop 4:33 .o. SRR = S .o. Prop ] 
34 Seg. ksimowo. anS'3a(k= 0’) 
[ ksim o =. q 1-+1 A Ra(koo . ok =0 {1} 
12) 


(1) . Prop 1°5 .diwe Cls .ou . a kaxa(uSRx) {2} 























Se Ne-+1 . Re--1 .0: SR ¢ Ne-+-1 13} 
Prop ‘53 .o. SRRS=SS= sim \4| 
(2) AS. (4) oo: Prop: } 

Les propositions 52 et 54 prouvent que toutes les classes qui forment 
les domaines des différentes relations de la classe g sont semblables (sim), 
et que toute classe semblable 4 lune d’elles appartient 4 cette classe de 
classes. L’arithmétique des nombres cardinaux s’applique toute entiére a 
chacune de ces classes; mais pour développer complétement la théorie des 
nombres finis, on a besoin de l’induction compléte. (Voir le § 4). 


3 2. Seg.o:: 


4 uve Cls 0:26 > 167 =. e(usimer). aClsw2 nr (wsimy . wou) 


Df 

2 16uU<100 =. 100 >10U Df 
3 u=/\.c=A.0. usime 

[ Rel—-+1.u=A .d. we .uo= A {1} 
Wh ste. Prop iel.o. Prop | 

‘4 Oo Df 


3 de sim wy 

{ §1 Prop 1:8 .o. Prop | 
6 wsimlx .o: ve Elm 

[w sim cae =. yp 1-+1 A Ra(wag . ow = tx) 

Rel-+1 . woo. ou = 10.9: yeu .d. yRa . sRx .d. yl’z .o. we Elm | 
‘61 uve Elm.o. vw sim 


| we Elm. weu .o. w sim tx {1} 
ve Elm. yev .d. v sim ty 12} 
{1} . {2} . Prop 2°5 .o. Prop | 
‘7 lo==209 3(ue Elm ou. US) Df 
% 34 Rerel. wo. au 0. 
areln R3}o'=u: «Ry =r,y. veu.cRy} 
Hp . §1 Prop 3°8 .o. q rela R’2}0” =u.o” = Ou: xew. YeQu .=ry . cR”y} 


R’erel : eR” y yc. weu . yeou : RAR” = R’ :0: 
! Ys YEO 


Ray sas. CE ye OU. CRY <=. Let. RY 20: Prop: | 


44 Rerel. wooo. rela R'2 jaR'y =. vev.xRy| 3Elm 
[ Ry ,RgerelnR’3}xR'y.=.vew.xRy!.o: wRyy .=.xveu. ecRy.=.xRy 2. Prop] 
Les P:1:11 montrent qu’on peut toujours trouver une relation dont le 
domaine est une portion limitée de celui d’une relation donnée, et qui est 
équivalente a la relation donnée dans cette portion. 








— 


42 Rerel. wo .0. Ru=7 Rela R3\xR'y =. veu. cRy!} 


Df 


2 uweCls.usimy’ ..G1-+-1n Ra(u=e . v=o) 
[| wsim w' .o. | 1-+1 A Ra(wag . ow = wu ) (1! 
$1} . Prop3:1 .o. Prop | 
3 u,vw,veCls. wwf, . u'r’ =A .usim uv’. vsim v' .9. 
use sim w'ye" 


[ wsimw’. Prop:2 .a. y 1-+-1 An Ra(uw=oe . w=) 


vsimv'’ . Prop:2 .o. q1-+-l AR avo’. v=o’ 


wa=f\ .wv=/ . P= RR... a= we . a=’. Pe 1-1 .9. Prop | 


‘4 keCls’1-+-1:R,R ek . R, 0’ R, .9 Of =A . 
41, Ry 
0,05 =f 390. kh € 1-1 
[ e('k)y =. q kaRe(xeRy) .o. 7 ka Ra(xeo) 
R,,R ek . R, 0’ Ry .d - ONO, = A 20: WY kn Ra(aeo) or . kn Ra(aeo) e Elm: 
49 tg R 
o.°. Rek . xeo .0: e('k)y .=. xRy .*.o. Prop | 
3°44 Rel-+1. 0,0 €Cls’Cls: wRy oxy. xsimy: 
x,x'€9. 00’ dx,0'. ve =: y,y'é0 .YO'y.oy,y'. 00°=/ 29. ¥@ sim v 
[ wRy .o%Y. wsimy :0: eRy .o. y l+1 A Rar=o’ . y=0’) 
eo .o2. Re € 1+1 n R'a(v=o’ . 19@ =o’) : k= 1-41 AR’2iqo n a(R 1’Rz )!: 


P= Vk. Prop 3:4 :0. Pe 1--1 . a=u‘o . a= 0 «9. Prop | 

Cette proposition donne le fondement de d’addition arithmétique, 
sous une forme qui permet l’addition d’un nombre infinide nombres soit 
finis, soit infinis. 


35) ueCls . H,YEU .d. Vale SIM Vel 

[ wetxmty sim w=te-ty . tx sim ty. Prop 3:3 .o. Prop | 
'S4.ou,veCls.usimy.reuw. yer ._). vel sim rety 

[ Re 1l-+l.u=e. v=o . rRy .o. Prop ‘1! 


Re 1--1 . u=o . v=o . =(xRy) .d.°. | un 2e(aRz) : eRz Dx . y0’2 .'. 
Oo. U=tx SIM V=tZ 2 


. 
Prop3’5 .d. vetz sim v=ty 13 
}1}.}2.43! .o. Prop | 

532 ouve Cls . VEU. YEV.9: WU SIM V =. UelX Sim Vely 
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% 4. Seg.D: 


4 M,N&o._). M4+-n=10n x3} USM .vSn. uw=/\ .du,v. Ww Sa} 
Df 
Cette définition dépend de Prop 3:3. 


2 koe 0. Sk = 169 p3\ue Cls’Cls . usimk : x, yeu oxy. cy=/\ 


:G1-+-1A R3(u=o . k=o: weu. xRy Ox. LSy) :du. vu Sp} 
Df 

Cette définition depend de Prop 3:41. Il importe d’observer qu’elle dé- 
finit la somme d’une classe finie ou infinie de nombres finis ou infinis ; 
mais qu’il faut que tous les nombres soient différents, car sinon, on ne 
peut les définir comme une classe de nombres, mais seulement comme 
nombres de classes. Pour le cas ot il y a des nombres égaux dans la som- 
mation, il faut des considérations différentes, et surtout la multiplication, 
que je ne développe pas ici, pour éviter les longueurs. 


3. 16006 


[wSlo .o. we Elm : vS00 .o. v=: Ane Elm 39. Prop] 
Cette proposition prouve que pour une relation quelconque de la classe 
yg, lo différe de Oo. 


“4 0&0 .0. H41o= IN YB) USK . SEU Dus. WAZ Sy} Df 
‘41 £00106 .0.0—lo = 10 N ys\USH. TEU .duz. UetsSy} Df 
Cette définition dépend de Prop 3°51. 


45 xv€ o8l0c .9: H—lo Vo =. vl’ x+1o 
[ e—1lo 1’ x. uS x—lo. vSx .d. wu sim v {1} 
\1} . Prop 3°52 .0.°. z-ew . weev .D: wu sim v =. UWwlZ Sim VEW .”. 
2 xa—lol’x =. x1’ x+l1o | 


6 LE 0105.9: 2-160’ %& =. 2 0’ H+1o 
[ ‘5. Transp .o. Prop | 


Les propositions ‘5 et ‘6 prouvent que si le nombre d’une classe est 
identique au nombre de la classe qu’on obtient en 6tant un terme 4 la 
classe donnée, alors ce nombre est aussi identique au nombre de la classe 
qu’on obtient eu ajoutant un terme 4 la classe donnée, et viceversa. Puisque 
nous avons prouvé (4°3) que lo est différent de 00, nons avons les moyens 
pour prouver que dans la classe des nombres qui obéissent 4 Vinduction 


complete, en partant de 00, deux nombres successifS ne sont jamais égaux. 
Mais avant de développer ce sujet, il faut examiner la théorie des pro- 
gressions, c’est-d-dire, des s¢ries dont le nombre ordinal est o. 








Les progressions. 


*% 14 w=Clsr uz}al—-1n R3a(vde . ou DU. A MeoU : 
sé Cls . a Susow . o(sw)os .ds. Was! Df 

Ceci est une définition du nombre ordinal , ou bien, si l’on veut, 
une définition de la classe des classes dénombrables. Les nombres ordinaux 
sont en effe des classes de séries. La classe @ est la plus simple des classes de 
séries infinies. Puisque la définition ne présuppose pas les nombres, il sera bon 
de donner 4 ce type de séries un nom quin’implique pas les nombres. Je 
Vappellerai done la classe des progressions. Voici la définition en mots : 
w est la classe des classes w telles quwil vy a une relation univoque et ré- 
ciproque R telle que w est contenue dans le domaine de R, et que la classe 
des termes auxquels les différents wv ont la relation R est contenue dans w, 
sans étre identique avec w, et que, si s est une classe quelconque & laquelle 
appartient au moins un des termes de w auxquels aucun wn’a la relation 
R, et a laquelle appartient tout terme de w auquel un terme de la partie 
commune de w et s a la relation R, alors la classe uw est contenue dans 


la classe s. 
44 Rel+1.000.a0=0. 90. 


Wo = U3}UD0.0U IU. T Umow: SECIS . A SisoU . O(S2) OS Ds. UDS{ 


Df 
wo est la classe des progressions dont R est la relation génératrice. 
42 uésm.d. Relu =1--1 * R3(ué wo ) Df 
43 © Induct =.. wew . Re Relu. 9: sé Cls. a steou . o (su) 
OS s+ US Df 
2 wéw. Re Relu .d. veou € Elm 
[ @e Umow . S= IL YU OU .d. O(SU) OS . "YSU=oU 11} 
‘1! . Induct .9. was .d. wd two .d. U=0u dbz .d. Prop 
Re 1--1.090.d080. UM. 92: 
3 Ou = H(uU=01) Df 
‘31 WE... SeGx = (9x 
% Peel .o. PO, = 1’z Df 
3 Pe Rel. néu .o. Pseqr = PrP Df 


Les P 1:4°5 définissent par induction les puissances finies des relations. 
Cette définition s’effectue au moyen des termes de uw. Dans la théorie des 
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progressions on ne peut se passer des puissances des relations; done, si 
l’on veut rendre cette théorie indépendante des nombres, il faut définir les 
puissances d’une maniére qui n’introduit pas de nombres. Le symbole 1’z 
signifie 'identité dans la classe z, et la relation nulle partout ailleurs. 
Voir § 2 Prop 3:12. 

‘6 lu =70 (Ou) Df 

y Pe i410. Pleo oe P 

[Pie l'sPseP |} 


18 Pel+l.aeu.o. Pee 1+1 


[POuve 1-1 {1} 
Pel--1 . $1Prop 5°7 .o: aeu . Pa ¢ 1-41 .d. Pseqa e1 +1 12} 


11}.{2} . Induct .o. Prop | 
81 weu. OuR®sz .9d. xl’s 


[ x1’0u 5 Ou R¢ 2.09. 21’0u ‘1 
seqx 
Ou Re x .d. Ou R ' seqx 12} }1} . }2| . Induct .o. Prop | 
82 «vew. ReRely. ceu. ORs .9. sev 
[1’0u . Oy R’%zZ .d. 21’0p .d. Zev 11 


seqx 
Oy R’'@ z. zev.o. Oy R’ seqz . seq 2 &v 1D) 
}1} . {2} . Induct .o. Prop | 


1:9 vew. Re Rely .d.a 1+1 9 Poeun. va: w,yeu . 


xRy Oay.2ax R' aay! 

Cette proposition affirme que deux progressions sont toujours deux 
séries semblables, ¢c’est 4 dire qu’on peut trouver une relation univoque et 
réciproque dont le domaine est l'une des deux progressions, et dont la re- 
lation converse a lautre progression pour son domaine, et qui est telle 
qu’aux termes qui précédent dans une s¢rie correspondent des termes qui 
précédent dans l’autre, et vice versa. 


[$1 Prop 1°8.0. q rela Py3(a = Ou . a =v) 11} 
Prop 81 .0: ew . O. Rez .o. zeu {2} 
Prop 82 .o: xew . Oy R'@ 2’ .. 2’ev \3} 
{1}. {2 . {3} .os wee . eRe PoR’2 2 .0. zew.2’ev. 2l’x 14 
$1 Prop5‘7 . §3 Prop 1°8 .o. Re P)R’t ¢ 1-+1 \D} 


{41.)5) . Q= rela Faiqu an x3(F =Re P, R’z )} . P= ‘Q .9.°. 
Pel—-l . daar. v= a: w yeu . cRy .dzy. ineR iy .°.0. Prop | 
, . 
191 wsimu.a. wéew 
Dans cette proposition on démontre que toute classe semblable 4 une 
progression est elle-méme une progression. Si P est la relation univoque 


et réciproque entre w et wv’, R la relation génératrice de u, alors P RP 
est la relation génératrice de w’. 








a oe 


[ w’sime .o. q 1-1 A P’a(uoa’ . 2’u =u’) {1} 


Pe 1-rl . won . au =u' : LeU dz. x0'= 12x . Sega’ = tnx(seqzx) :9. 


x'Px . xR seqx . seqax P seq x’ .o. x’ PRP seq x’ {2} 
Hp {2}. PRP =R’ .o. R’e 1-rl . o'u ow’ 13} 
Hp }3} . %o'=120y .9. Xo'= 11'=9'u' \4; 
Hp 33} . se Cls . 1u’=0'w' és . o'(w's) 08 .9.°. 

Ou (Pe)s : a(Pe)u's .o2 . seqa (Pe) u's \D| 
15! . Induct .0: xew .dx, 2(Pe)u’s 16! 
Hp {5} . }6| . Pe 1-+1 .0: w’ew’ .o x’. x'es 7 


$3} . {4}. {7{ .o. Prop ] 


% 2. Rel+l.000.a 090.UEmMo.9:!: 
z ou E Wo 


[ Prop1-91. R’ = RRR..9. ou ¢ Mo’ 1 
'1{ . R’oR .d. Prop | 


11 LEU 0. OLU E Wo 


[ w= 0% uw. Prop 2:1 . Induct .o. Prop | 


Note. Ou! 2} une (2Re y)|. 
12 xveu.d.x0’ seq x 


[ qumow . wow ¢ Elm .o. Ou 0'lu }1} 
~2x ye 
Prop 11. xew .o. 9 ueWoe . e1'Voru {2} 


11| . $2} .o: aew .oz . 20’ seqer | 

La P 2°11 prouve qu’on peut omettre autant de termes qu’on veut 
au commencement d’une progression sans qu'elle cesse d’étre une pro- 
gression : la P 2:12 prouve que tout terme d’une progression différe de 
son successeur. 


13° VOU.AY.9O. Aeon 


[ vo ov .9.°. Ou <8: re UHL .dz, Seq <Ev {1} 
{1{ . Induct .o. =qunv .o. v=A 12} 
}2| .o: vow. qv .d. qveor to. Prop | 
244 VOU. AL. OOD dD. VE Wo 
[ Prop 2°13 .o. qv-ov 1 
Hp .9. evav 12} 
VIU . UDO .d. VIO \3} 


LEV. OVIV .d. SCG X EV 29: LEV .dz. OL U DV 39: LE Veov .d. V=otU {AY 


}4; . Prop 2°11 .o. Prop | 





dan: 











= 2 = 
“43 &0u.9. 200°0u 
[ wegu Ou <2 ou .d. Prop ] 


46 2,28U.yeou. XR’2.9.20’2 


[ w’ =or u.d. ugoW . r=Ou . zew’ = 1 {1} . Prop 2°15 .o. Prop ] 


Cette proposition prouve que le méme terme ne peut jamais revenir 


dans une progression: tout terme différe de tous les termes précédents. 


2 a,beu.oa. au c3(aR® ec) 
? 


[ b1’0y «9. aR? a 


b seqbd 


aR c.ceu .o. aR 


11} . $2) . Induct .o. Prop | 


seqe . seqe eu 


21 a,bew.o.urc3aRc) € Elm 
| Prop 1:8 .o. Prop | 
3. a,beu.o. a+b = 2u9 c2(aR? c) 
‘4 =A,b,weu .d. AWA y3}\x(Re)d y} 
[D1'0u .0. «(Re )? x 
a(Re y . qunz3(yRe 2) .o. qu an zaja(Re 0 Ra 2} 
o. Wun z3\x(Re seq, 
}1} . $2} . Induct .o. Prop ] 
‘41 ajbew.o. (R¢)) el+1 
[ (Re Oz ¢ 1-r1 
b 30, 
(Ra) ¢ 1-1 . $1Prop 5-7 .o. (Ra 8° ¢ 1-41 
{1} . {2} . Induct .o. Prop |] 
42 a,bveu .9. uA y3}a(Re)by} € Elm 
[ Prop 2°41 .o. Prop ] 


43 a,b,wéu .9. x4-abd = 7/4 y3}x(Re)b y!} 


"44 ab = Ou +ab 

"45 ab Ve... x+abV x+e 
"46 abo’c 0 . x+ab0’ x+e 
"47 ab Ve =. x+ab 1’ x+e 


_ 


bn 


[ Induct ] 
[ Induct ] 


[ Prop 2°45°46 .o. Prop | 


‘48 aeu.d. a+0, =a 


[ a+-0u = 10 A 032(AR%M)=a ] 


49 aéu.d. 0,+a =a 


[ Prop 1°81 .o. Prop J 


Df 


Df 
Df 
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23 a,beu .o. RaRb = Rats 


[ Re ROuw = Ra = R2a+ Ou \1} 
Re Rd = R21 .9. Rt Rseqd = Rt RO R= RA+HR= Reeq(a+5) 12} 
a+ seqhb= 10 A x3(aRseqdhar) = runxs\q ys(aR¥y . yRa){ 
= 1u Nn x2}u A (a,y)2(Ou Rt a.aRo y.yRax)| \ 3} 
|3\ . Hp}2) .o. a+seqb =1unx3\q uny3(Ou Re +by . yRa) 
= seq(a--b) 14: 
12} . 14) .o. RRO = Ra+2 .d, Ra Rseqd = Ra+s-qb 15} 
$1) . }5{ . Induct .o. Prop | 


‘S10 a,b,vew.o. (x +a)+b = x+(a+d) 


| (2ta)tb=1unzz\yqunys(xRey . yR? 2)! 


=10Az3(LR* RP 2) }1! 
}1{ . Prop 2°5 .o. (w+a)-+b = 1u nza(xRePz) = x+(a +b) | 
32) a,b,weu 0. e+-a+b = (x+a)+0 Df 
830 a,bew .o. a+b = bd+a 
[ Ou +0Ou = Ou +Ou {1 Ou +1u = lu =1u+Ou 12! 
a+lu=luta.o: seqat+lu =(a+1u) +1lu =n +a+1a 13} 
Hp {3}. (3). Prop 2°52 .o. seqa+lu=lu +(a+1y ) +1u =1u +seqa }4! 
2}. }4{. Induct .o. a+1luslu+a 15! 
13{ .atb=b-+a .o. a+seqb = a--b-+-1ly, =a+ly +b=1y +a+b=1y +b+a 
= b-+-1u +a=seqb+a 16} 


}1{ . }6! . Induct .o. Prop ] 


6 aéuo.dlu=a 
[ aly =1uANx3 | Ou (R@ lux! = 1unx2 }Ou Rt x! = Oy +a=a | 
60 aQuzOua=a 
610 abe 0. a(b4+-1u j= ab+a 
[ a(Ou +1u ) = alu =a=a0y +a ‘1! 
a(b-+-lu )= aba .o. 
a(seqb-+-luj ) =1uAn.xr2} Ou (Re )seqs+lug 
=1un x3) qua y3(0u Re+ay. yR¢ x)| 
= 1uN23}0 y R&+4+a77! 
= 1uNx3}Ou Resed+ax| =aseqb--a 12} 
}1{. }2{. Induct .o. Prop | 


611 a,beu .d. (b+1u)a = ba+a 
[ (b-+-1u )Ou = Ou = bOu + Ou }1} 
(6+-1u)a = ba+a .o. 
(b6+1u )(a+lu ) 126 N.3} Oy Rib+1u) (a+1u) ge! 
=1unx3) TT y3(Ou RO+lway. yRi+1ug)} 
=1unxe3\y3(Ou Roeray. yRi+1ua)| 
= ba+-a+b-+-ly = ba+-b+a+lu 12} 
Prop 2°61 . 9. ba+b+a+lu=b(a-+-lu )+a+lu 13} 
(2) .,3{ .o: (b+1u )a=ba+-a .d. (b4+-1u)(a+1u)=b(a+1u) +a+la }4! 
j1{ . |4{. Induct .o. Prop ] 





nn 
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2°62 a,b,ceu .0. a(b+c) = ab+ac 


a(b-+Ou ) =ab=ab+a0u {1} 
a(b-+c) = ab--ae .d. a(b-+-ce+1u ) =a(b-+-e)--a= ab+-ac+-a {2} 
Prop 2°61 .o. ab+-ac+-a=ab--a(c+-1u ) {3} 
Prop 2°53 .o. ab+-ac+-a=ac-+-ab+-a=ac+a(b+lu )=a(b+lu )+ae {4 
19) .3{.}4{ .093 a(b+ce) = abtac .o. a(b+ce+1u) = ab+-a(e+lu ) =a(b+11 ) 
Lae 15 


11!.}5{. Induct . 9. Prop | 


63 a,b,ceu 0. (b4+c)a = ba+ac 


| (b-+-c)Ou == Oy 004 +cOu i1} 

(b+c)a=ba-+-ca .d. (6-+c)(a+1 uw) = (b-+¢e)a-+-b-+-e = ba-+-ca-+-b-+-e 
=ba--b--ca-+-e \2} 

Prop 2°61 . 9: ba+-b=b(a+1u) . cate=c(a+lu ) \3} 


}2|. }3} .o: (b+e) a=ba+ea .d. (b+e)(a+1 u) =b(a+1u)+e(atlu) }4:! 
\4{. Induct .o. Prop ] 


64 a,beuw 0. ab = ba 


[ aou =O, = OF a }1} 
abba .d. a(b+lu ) =ab+a= ba+a=(b+1u)a 12} 
(11 . {2}. Induct .o. Prop J 


On a maintenant prouvé les lois formales de l’addition et de la mul- 
tiplication: la loi associative de l’addition dans P 2°51, la loi commu- 
tative de l’addition dans P 2°53, la loi distributive dans °62 et ‘63, et la 
loi commutative de la multiplication dans -64. La loi associative de la 
multiplication résulte immédiatement (comme pour tous les produits relatifs) 
de la méme loi pour le produit logique. Dans ce qui précéde on n’a jamais 
présupposé les nombres: la théorie toute entiére s’applique a toute progres- 
sion. De lé découle dans une forme générale toute l’arithmétique des nom- 
bres finis. 


% 3. Rel+l.oog. oro . UEW— . A,D,CEU 0%: 


4 Pel+1.yPs. wPseqaz .o. Pay 


[ a Pseqaz .o. q unwa(rP4 w . wP2z) 1} 
Psl--1 .9. w2(wPs) «Elm Py 


\2| . yPz .o. yews(wPz) .o. Prop | 


44 Pel+1 . xPy. xPseqaz .0. y Paz 
Pseqa = Pa+lu — Plu+a — PPa } 
11} .o: wPseqez . = . qwa(xPw . wP2 2) ! 


\2{. weve Elm. wPy .o. yews(xPw . wP4z .o. Prop | 


42 LEoU oO. H—Lu=?7 uUAy2 (Seqy=x) Df 
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32 q uA x3(aRvb w. DRxa) 


[ Ou R? b {1} 
q pu A x3(aRz bd). Prop 3:11 .0. rz—lu ¢ uny3(seqa Ry b) \2| 
aROub .d. bRiuseqa .o. | un ye(DRy seqa) 13} 
Wy wn xv3x(DR a) . zeunxs(bR* a) .d. bRseqxseqa 

o. | unys(DRy seqa) |4| 


}2).)3).)4 .o. gun as(aRe bw. ORe a) .o. q wN ys(seqa Ry b.u.b RY seqa } 5} 
11{.;5 Induct .o. Prop | 
214 Ou eunxr2(aReb w. DRxa) .. al’b 


22 Ouse 9 £3(ARvb w. DRea) .o. | ounx3(aRxb wu. DRxa) 


3 a>bd =. J own x3(bRra) Df 
34 a<b =. J our .£3(aRvb) Df 
32 ah’b ww. ab ww ac { Prop 3-2 .o. Prop ] 


33 a>b 1d. -(a<b) 


[ a>b.a<b =. qoun(x,y)9(aRz b. bRy a .9. oun x-Lye(aRe-+va) 
9. -(Prop 2°16) }1 
fd}! 29:*. Prop 2:16 <0. ab -0. =(a<b) .-0: Prop | 
34 A<D wd. =(a>b) 
353 a<ab = b>-a { Prop 3°3°31 .o. Prop | 
36 a<xcb 20. ac<cbe 
°37 a>b .a. ac>be 


H% 4. Re l-+-1. 000. qoero. wewo . a,b,ceoU .9:: 


‘4 @Be = ab=c Df 
‘41 Be Rel 
[ xew .d. c3(rb=c)e Elm \1! 
11! .$1 Prop 1:8 .o: xb=c .da. TFRelNRw23(onm=tzx . Oxb=1¢) 12} 
Kp =RelnRs}qunra(rb=ec . oir . oie)! . Ro =o Ko «0. 
ahi c Sab=c 2: Rp VB 13} 

38{ .§ 1 Prop 1:95 .o. Prop ] 

2 Be 1-1 

[ Ol’ ly os Bel--1 }1} 
Bel-+-1 . d1’seqb.d. Del--1 $2 


{1} . }2| . Induct .o. Prop |] 


3 deo u .o: aBCd =. qu nzi\ab=n .dce=n| =. bADe 


‘4 BCe 1+1 
[ B,Cel--1 .o. Prop ] 





aw 
auc 
les 

que 





or 
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43 He Ne+l .o: cOpn =y =. xHy Df 
31. Op = p3}(p=) € Ne+1} Df 
En mathématique on a l’habitude de parler des opérations plutét que 
des relations univoques. Les Df 45°51 n’ont pour but que de permettre 
l'emploi du langage habituel. La relation entre une relation univoque et 
une opération s’exprime dans ces Df: l’opération suivie du signe d’égalité 
signifie la relation correspondante. 


‘6 Ty = 43\a ou 9 (x,y)3(q= Opx ¥)| Df 
‘61 b/c = Opps Df 
Les P 4:6°61 donnent la Df générale des opérations qui corrrespondent 
aux nombres rationnels. I] est important de remarquer que selon cette Df 
aucun nombre rationnel ne doit étre identifié avee un nombre entier, puisque 
les nombres rationnels sont des opérations sur les nombres entiers, tandis 
que les nombres entiers ne le sont pas. 


‘7 ab/(ac) = a/c [ Prop 4:3 .o. Prop ] 


‘71 aBAb [ aBab . bAab .d. Prop | 
72 Q,Q'EV .0. TUN (2,Y,2)3(G==x/2 . g'=y/2) 
[q=m/n. q’'=m'/n' . Prop4:7 .o. g== mn’ |(nn’) .g’= mn] (nn) .d. Prop ] 
‘13 gan a/s ae /s’. gan y/smmey |s’ . oly 0. ay 

[ Prop 3:36 .o. Prop ] 
‘74 > > xa>y 0. x’>4/ 

[ Prop 3:37 .o. Prop ] 
8 @,gé& Tu .0.. gM¢ =: g= x/z. q'=y/2 Ou,y,z. r<y Df 
°81 Me Rel 


[ Cette P se prouve par la méthode de Prop 4°11, mais la preuve est longue | 


‘9 q.q'éru . QMq' .o. dru q"3(qMq" . g'Mq) 
[ gaa‘ . q’=b/c . -(aRb) .o. g M seqa (c. seqa je M be ‘1 


g=ale . g’=b/c . aRb . deg’x .d. gq= ad (ed) . q’=bd cd) . -(adRbd) }2! 


j1}.{2! .o. Prop ] 
1 w= M | Prop 4:9 . § 1 Prop /2°3: .o. Prop: | 
Pour éviter les confusions, j'ai désigné par M la relation d’étre moindre 
parmis les rationels. On vient de démontrer que cette relation est égale a 
son carré, ce qui prouve qu’elle engendre une série condensée. Dans le § 5 
nous développerons la théorie générale de ces séries. 


% 5. Re l+1. 000. a o90 . wewo . a,b,c,deu .o:: 
4 +a=Opr Df ‘44. —a = OpRe Df 


2 Re= (Ra ) { Induct | 
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3 fu = x3\a un y3(xv LV’ +y)! Df 
34 —u = x3}a Un ya(x 1’ —y)! Df 
32 tu = +uu—u Df 


*h g,q'éru .0.". g(D/C)q’ .==: gq= a/c. d=bd/c. 


<a 0° 9 (@,Y,3)3(A==r2 . C=ayz iw: b==0s . c=y2) 0. a4+-d==b Df 


. : a. - “4,9 > —/ ° 
41 +d C= Oppyc Df 42 —d/c= Op (D/C) Df 
3 fru = x3}a un (y,3)2(v== +y/2) Df 
34 —ru = 3}0 urly,2)3(v== —y/z){ Df 

] +ru est la classe des rationnels positifs, qui sont des opérations sur 


es rationnels sans signes. Les classes w, ru, +-w,+ru s’execluent mutuel- 
lement: aucun terme de l’une des quatre n’appartient 4 aucune des trois 
autres. 


§ 4, 
Le fini et l’infini. 
% 11° Cls infin = Cls. v3} a waxa(w—x sim w)! Df 
‘44 Cls fin = Cls= Cls infin Df 


‘2 =Clsinfin= Clsnw3)xveu .0,. wetx simi} 

[ §2 Prop 3°5 .o: x,yew .d. u= tx sim u=ty 10. Prop ] 

24 Clsinfin= Cls uz ju=tx simu } 

{[ Prop 1:2. xew.d. w= tx sir u ia 
LEU .D. ULL =U .D. UM simu \2) 
{1} . {2} .o. Prop ] 

22 Cls fin = Cls* w2 jxeuw 0... =(w tx sim wu)! 

{ Prop1:1:11 .o. Prop j 

3. -wé Cls infin . veeu .0. uv utx € Cls infin 

[ Hp. yew.o. uty simu iL 
\1} . §2 Prop 3°3 .d. usim wax .o. Prop | 

31. uviv eCls fin. xeeu .o. ue Cls fin 

{ Prop 1:3. Transp .o. Prop | 

‘4 wéCls. wor € Cls infin. r-eu .o. ve Cls infin 

{ wwe e Cls infin . r-eu .o. wutr simu et 
\1|. yew. $1 Prop 3°51 .d. w sim u-ty .o. Prop | 

41 ue Cls fin. reeu .d: wer € Cls fin 

[ Prop 1:4. Transp .o. Prop | 

3 we Cls. wee .o: we Cls fin ==. wu € Cls fin 

[ Prop 1:31:41 .0. Prep ] 

‘6 Ae Cls fin 

{ we Cls infin .o. qu :o. Prop | 
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1°64 Elmo Cls fin 
[ we Elm .ou, yx3(u= tx): Prop 1-41. Age Cls fin :o. Prop | 


‘7 weéCls fin .d. daw Pp 
% 2. Seg.o:: 

4 oinfin= o(Cls infin) Df 

41 ofin =o(Cls fin) Df 

42 ofin =oeo infin | SeNe-+l .o. Prop ] 


2 geofin =. x+1o€o fin | Prop 15.0. Prop | 


24 xe ofin =. 00'x + Io 
| Prop 1:22. §2 Prop 46.0. Prop | 


‘3 Ro = Rel n RajaRy =. ve o fin. y= +1o} Df 
‘31 Ro € 1+1 [ §2 Prop 3°52. Se Ne+1.o. Prop | 
32, «Ro 9 0’ { Prop2-21.o. Prop ] 


33° oo =o fin 

i; ee o, .uSax.o. ue Cls fin ‘1! 
}1| . Prop 17.9. q-w .0. qo, x .o. Prop ] 

34 po==o fin = 0. 

| xe o fin. wSx .20'0o .d. yu .o: yeu .o. UMty Sig, 20. Prop ] 


‘38 fin € Cls infin 


[ ofn=o, .ofin- 0,=0, .09,simo, .d. Prop | 


% 3. Seg.o:: 


4 - s€ Cls . 00 €8 . 00 (S 96 fin) Ds 0. 6 fin 9 s Pp 
‘41. Induct = Prop 3°1 Df 
On peut, si on veut, définir les nombres finis par induction compléte, 
et prendre comme Pp la définition 1:1. Mais je n’ai pas réussi 4 déduire 
une de ces P ‘de l'autre. Si l’on définit une classe infinie par la propriété 
de renfermer une partie qui lui est semblable, on ne réussit pas a dé- 
montrer que la partie qu’on obtient en enlevant un seul individu est sem- 
blable &la classe entiére, ce qui a des conséquences fatales pour la théorie 
des nombres finis. Sil’on définit une classe infinie par la propriété de rester 
semblable 4 elle-méme quand on lui ajoute un terme qui ne lui appartient 
pas, on excluse la classe de tous les individus, puisqu’on ne pent rien 
ajouter 4 cette classe. Pour ces raisons j’ai adopté la définition 11, avec 
les deux Pp 1°7 et 3:1, 
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32 ofinew 
[ Prop 2°3°31°33'34°3:1 . §3 Prop 1:1.9. Prop ] 


3. ofin= Clsnue lag a S3(u = ofin)! Df 

31. ofn =a 

| Prop 32.9. 0 find 
Re 1+1.u= 0.6 fin = 9. P= RRoR .9. ue oO, 


§2 Prop 1°54 .0. ue o fin 13} ti}. {2}. 18! .o: Prop ] 

On a maintenant prouvé que toute classe semblable aux nombres car- 
dinaux finis est une progression, et vice versa. De 1a on déduit que tous 
les résultats du § 3 s’appliquent aux nombres finis. 


‘4 ue Cis fin .o. a wn r3(u ov) 


[ uA .d: vew .du. WIV {1} 

§2 Prop 3°5 . §3 Prop 1°91 .o: weElm . v'ew . wev .d. V'=tr UU Ew 
10. WT OA V3(WdL) {2} 

ué Cls fin. vew. uov. uSx. yeu .d. 
wey e Cis fin. wy S xtlo. wy d voy 13} 

Prop 3°31 . Prop 2°35 .. Prop 1:1:3 . §3 Prop 1°91 .d. vesy ew )4) 

{3}.}4] .o: we Cls fin. vew . wav. uSx . yreu «9d. 
wiye Cisfin. vuiyeo. uty od voty. wsty S x+lo 15} 
{1} :{2{ . }5} . Induct :o. Prop | 

‘41 we Clsfin 0. a wr v3}vov. a MAxZ (YEU =. Y<UT )} 

Pour la définition de y<x, voir § 3 Prop 3:31. 

[ u=A. vem .d: yeu =. y<Ov {1} 
weElm . Prop3:4 .d. yf wn va(1uer) 12} 
vi . ev . §3 Prop 2°11 .d. 1Wu vAz3 (21) Ew 

0. Yor’? j}wav’ . qv’ nwrz(yeu =. YK )| 13} 
veo. ue Cis fin . wav. qunx2(yeu =. yr). s-EU .d3! 
vutseo.uuize Cisfin. wutsd vos .. KEV YU =. YEU .".9. 
OAV’? }\vav'. V'av = tz. LEV’: YE WIZ YK | \4} 


{1}. {2}. }4|. Induct .o. Prop | 


42 «Cls fin = Clsn u3}awn ve [ uov . av Axe (yeu =. yu )}} 
On déduit que toute classe finie peut étre bien ordonnée. 


> ue Cls fin 0. =a Cls 1 72 (vou. aver . usimz) 
[ Seg. vSx. u-vSy .o. uS rty 
§3 Prop 2°16 .o. x+y 0’ x .d. Prop | 
‘31 Cls infin= Cls 9 v3 {a Clsn v2 (vow . dver. usimr )} 
{ Prop 1:1: 3°51. Transp :9. Prop | 
La P 3°51 donne la définition hahituelle de l’infini, de laquelle, ce- 
pendant, il ne parait pas possible de déduire la P 1:1. 





Stampatg coi tipi della « Rivista di Matematica » dalla Tip. Gerbone - Torino, 
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36 =u, v€ Cls fin .0. m7 € Cls fin 
[ vou.d. wv =u.d. Prop 
UCv .d. UAV = V .d. Prop 
quav.qu-u .S3g.uSx. veuSy .o. wu Sxty 
}3{ . §3 Prop 2.2.0. Prop 
}1} . $21. {4} .o. Prop ] 
“61 ué Cls infin . veCls .o. weve Cls infin 
[ «se. ue Cls infin .o. usim wir .d. wu vsimu uv U=tx .d. Prop } 
62 we veCls fin .d. 4, veCls fin 
[ Prop 3.61. transp .o. Prop ] 


wm OS LO 


Les séries condensées 


li ReRel. ROO’. R7=R.o. Oe = Clsnuvafu 9 ovo. 
L,YEU Dx yi LVY w. HRY w. YR. 
x,yeu.xRY ory. TUN 23(eRz.zRy)}| Df 

44 D=Cls v3} areln Ra(R90’.R?=R. ve Dp )} Df 

Ces P donnent la définition d’une série condensée. Si R est une re- 
lation contenue dans la diversité et égale 4 son carré, et si w est une 
classe contenue dans la somme logique du domaine de R avec celui de R, 
et si deux wu différents ont toujours une des deux relations R,R, et si entre 
deux w différents il vy a toujours un troisiéme w, alors w est une Or. La 
classe ® est la classe de toutes les séries condensées pour toutes les rela- 
tions qui engendrent de telles séries. 


‘2 Re Rel. R00’. RP =R: wv ovo. 0,,.00 UL 6 OF = 00: .9. 
0, 0, OV 0E Dx 


‘3. Re Rel. Ro0’. R= R. ve@g. a w= od. v= ue Elm 


| weumou. yeumte: rRy wo. yRx 30. Ry «9. yeou | 


*s Re Rel. Rod .R?=R.9. Oe = DE 
*s ReRel. RoO’ . R==R. Sel--l . c€ Dp .o. c& DRS 


[ wee. yliox .a. ySr (1) 
xeon .y'li0x! 0. 2'Sy’ . Rx’ .o. eRSy’ (2) 
(1). (2) .a. yS RSy’ . y'e 6 (3) 
y SRS y’ .y’ SRS y’” .o. y SRSSRS y’”’ (4) 
Se 1-+-1 . R°=R.a. SRSSRS 9 SRS (5) 


a.lW1 4.33] RdM. t.7 10, 














(4) . (5) .o. (SRS)? 9 SRS 


(6) 


y SRS y” .9. on (a',av”) 2 (ySar. wRar” . 2”Sy”) (7) 


(7). SR Se 11.0. qaonie,a' 52") 2 (ySax . ¢Rex’. a’SSa .a’/Re” . 
a'’Sy'") (8) 


(8) .o. SRS 9 (SRS)? (9) 
(6) . (9) .o. (SRS)? = SRS (10) 
Ro0’ . Sel--1 .o. SRS 90’ (11) 


(3). (10) . (11) .o. Prop ] 


Cette P donne une méthode par laquelle on obtient une nouvelle série 
condensée par corrélation avec une série condensée donnée. Elle prouve 
que toute classe semblable 4 une série condensée est elle-méme une série 
condensée par rapport 4 une certaine relation. On a le théoréme plus gé- 
néral: soit P une relation telle que Po0’-P*oP: la classe des séries du 
méme type d’ordre que z est la classe des domaines des relations P’ telles 


qu’il y a une relation S univoque et réciproque telle que P’ =SPS a=. 
Ce théoréme s’applique aux séries de toute espéce sans aucune exception. 
J'omets la preuve pour éviter les longueurs. 


°6 ReRel . Ro0’. R=R. weDR. P= Ruarou .d. wE Dp, ieee 


Pour la Df de Renow, voir § 2 Prop 3:12. 


#% 2. Pe Rel. Pod’. PP. w= aon. uve Op .o:: 


| reCls . rou .O. a(av) = ar 
[ xv= A .9. a(xv)= A .9. a(av) = x0 (1) 
(AV .d.°. LEAV .d. TPUAYS (LPy): (2) 
(2). P2?=P .o. qures (aPz. sPy) .o. xen(xv) : (3) 
xen(av) .d. UAz3 | quay3(xPs . sPy) | 
d. quay? (xPy) .d. xaav (4) 


(1) . (3). (4).0. Prop | 


2 veCls. vou 0. a(av) = av 


3) pusClsrr3iron . avr . av. der! Df 
4 pusClsrralrou . 29 =r. a0. aren} Df 


pu correspond @ ce que M. Peano appelle la classe des segments [RdM. 


t.6 p.133, $8, PO]. J’appellerai pw la classe des segments inférieurs, pu 
celle des segments supéricurs. 


"5 vECls . VOW. A OAT. A UeNv Od. AYE pu 


[ qv Az .d. C Fa (1) Prop 2°1 .o. 2(av) = av (2) 
(1) . (2) . queav .o. Prop’) 
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251 veCls. vou. am. Tend 0. 10 E pu 
6 U,VE PU .d: VA w.U' 9 


(1) 


[ v,v'epu.qe'av .d. qu'avm .d! rev dx. Tu'ay? (wPy): 
(2) 


(1) . v'epe .d3 HEV Ox. LEV’ 2d. Vav' 


ver’ 0. vou (3) (2). (8) .o. Prop | 


Pour la définition de vz, voir §1 Prop 1°34. 


61 ove pu.c: vor wv, vou 
‘7 UT =. 0,7 Eepu. van’. ver’ 


Df 


‘74. Te Rel 
| §1 Prop 3:82 .a: ryr'epu =. vepugpur’ (1) (0) eRel (2) 
(=) eRel (3) 


(1) . (2). (3). §1 Prop 1:98 . Prop 2:5 .9. (Epué pu) A (2) A (==) eRel (4) 


(4) . T= (Epu€ pu) A (a) A (==) .d. Prop } 

Les P (2) et (3) de cette preuve sont des Pp, que nous aurions dt in- 
troduire au § 1, si nous avions voulu faire une logique compléte: (2) af- 
firme que l’inclusion d’une classe dans une classe est une relation, et (3) 
affirme que l’égalité des classes est une relation. 


% Te . Tar 

‘73 TT 

| ole’ .a. qe’ev .o. pare’ee 2a. pe’ A (oe, y)3 (aw, ynev . 20°Y) (1) 
(1): ePy..0: elae .aeTo’ (2) (1). yPx .0. olay. «yTv' - (3) 
(1) . (2) . (3) .o. Prop | 

"S pue Dy | 
On vient de prouver que la classe des segments inférieurs est une série 

On prouve de méme que la classe des segments 


Prop 1-1.2:71-12°73:.0. Prop: | 


condensée par rapport a T. 
supérieurs est une série condensée. 


% 3. PeRel. Pod’. PP. vw mr HEU. Ae elem SF OT 


“nr 
‘1h re peo. = pin r3(rTr) [ rear. rapu.d. Prop | 
2 weCls. wo pr won. te = pun L3\aw 2 yYAeTy)} 
“24 wt = PUA xca}yEw .d,,. LTy | 


Pour la définition de wr, voir § 1 Prop 1:36. 


3) ow ECls. wd Pu ow sw dorU 
we Cis. wo pu. dw. a pitew .aNestW 0. 


*4 ww E pit 
[| meu. qwAvs(rer. re pu). qua vs quays3(rPy)| 


=. yy VA ya(ePy) =. re aw) iS. we Sa) | 
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335 tw 1(v5w) 


[ vetw.=. vepu.qwaza(vers) (1) ZEW 1D. T2 9 t(UW) (2) 
(1) . (2).0. ve TW .d. VE PU. VE (SW) 2d. TWD TSW) (3) 
VE (UW) 9. VIWW . VEe=VNW .d. | UW =v 

0. | WAZ(UT 2) .d. VE TW 2d. (UW) 9 TW (4) 


(3) . (4) .o. Prop ] 

Cette P prouve que, si w est une classe de segments d’une série con- 
densée, la classe des segments contenus dans un terme variable de w est 
la méme que la classe des segments contenus dans la somme logique de la 
classe des classes w. Quand la classe w n’a pas de maximum, on déduit que 
la somme logique des w est la limite supérieure des w: la classe wa done 
toujours ou bien un maximum ou bien une limite supérieure. (Voir les P 
3°6°7°8 qui suivent). La moitié du théoréme analogue se démontre pour la 
limite inférieure et le produit logique dans Prop 3°51. 


‘BL or(A“w) 0 wt 
[ wew .o3: A‘wox (1) 
(1).2Ta‘w .o: xew .d2,.2Tx 3d. zewe .d. Prop | 
On ne peut pas prouver que z(A‘w) = wr. Ce théoréme ne sera vrai 
que quand w a un minimum; dans le cas contraire, la limite inférieure 
des w sera n‘w, et appartiendra dans certains cas 4 la classe wr, mais 
non pas 4 la ctasse z(n‘w). 


6 ApPUrx3(tw = tx) | Prop 35 .o. Prop | 
‘7 Aw = 1 pun x3(tw = tH) Df 
"8 vepu .d. I CISA w3(wd pu. v=1'w) [ wore |] 


Les P 3°6°8 prouvent que pw est parfaite pour les limites supérieures, 
mais non pas nécessairement pour les limites inférieures. 4’w, telle qu’on 
vient de la définir, n’est pas toujours une limite, puisqu’elle est le maximum 
s’ily en a un. Les segments qui composent la classe pu se définissent par des 
classes queleonques comprises dans w. Dans le § prochain nous examine- 
rons les segments et les limites qui s’obtiennent en employant exclusive- 
ment ce que M. G. Cantor appelle des séries fondamentales [ RdM. V, p. 157]. 


§ 6. 
Les séries fondamentales dans une série condensée. 


Les séries fondamentales sont des séries du type @, dont 
chacune monte ou descend continuellement dans la série con- 
densée qui la contient. Dans le premier cas (1'4) j’appelle pro 
gression la série fondamentale; dans le second cas (1°2) je l’ap- 
pelle régression. Quant a la série condensée, elle n’est sujette 
& aucune condition excepté qu’elle soit condensée: je ne décide 
pas, par exemple, si elle est dénombrable ou continue ou ni 
Yun ni l’autre. 














ww 


% 1. PeRel. Pod’. P=P: xe mua .d. mBvltune = 
mut ° usr 20s 
‘4 wp=anve3}vou: ReRel, . w,yev . Ry dz. Py } Df 
2 wp=wnvea}vou: ReRel,. %,yev . LRY .dzy. YPxX | Df 
Si v est une progression, Rely est la classe des relations génératrices 

de cette progression (§ 3 Prop 1°12). Dans le cas actuel, on ne doit ap- 
mettre comme relation génératrice qu’une relation qui satisfait 4 la con- 
dition donnée. Une telle relation, si elle existe, est unique. Il ne faut pas 
confondre wP et wz. Voir § 3 Prop 1:11. 


3 1M = 43} A wpnve(x=—=az0)} Df 
31. wx = 23) F wprva(x=ra)} Df 
‘4 am = 23} 5 wprve(w=ar)| Df 
‘41 wx 2X3} A wprrv3(a—va)} Df 


Il ne faut pas confondre zw avec pu [ § 5 Prop 23]: pu est la classe 
de tous les segments inférieurs de u, zm est la classe des segments infé- 
rieurs qui définissent des progressions. Ces deux classes sont identiques 
dans bien des cas, mais je ne connais aucune preuve qu’elles le soient 
toujours. 


‘3 VE wWp.d, VIRV [ wxev.o. xP seqex .d. xe xv | 
‘S10 VE WP .d. VA AV 


6 VE WpP.d. UN = Uanv 


[ xe va .d. LE U=AV (1) 
LE URAV 1D. —UN Yy2(HPy) 0". yeu dy: yl’a ww. yPx (2) 
yl’x .d. ePseqy .d. xexv (3) 
(2) . (3) .0.°. weumnv .d2 yeu .dy. yYPX:9. Leva (4) 


(1) . (4).0. Prop ] 
61 VEwp.d. zt = Uerv 


‘7 mwo pu 74 no 9 pu 

8 OVE OMp.oa: avoa wav'dav_— [ §5 Prop 2-6 .9. Prop | 

81 DE Mp.OIAVIA’ wav’ OAV [ $5 Prop 2-61 .o. Prop | 
*% 2. PeRel. Pod’. P =P: rérer .0,. 20 vu loene = 


~— 


MW. US MT. v,v Ewp 20%: 


4 wen .o,. av'ay3(aPy . yPseqx) :0. <a v'n va 
| Hp: kew.or, qk so. qu’ anysiquaxa(aPy .y P seqx) | 
ee) 
Re Rely . R’sRely’ . §3 Prop 2:11. wev . yeu’ . aPy . yPseqx .d. @ v, 9! v'ewP (1) 








<< 


a ~¥ 
Hp (1). y’ev’. x'ep v.x'Py’' .y' Pseqr’ .o. y'e 0’ v’ (2) 


q oY" ay’3(seqr’ Py” . y” P seq seqx’) .0: seqy’ 1’ y” wv. seqy’ Py”: 
9. seqy’ P seq seqx’ (3) 

(2) . (3) .d.°. zev’ .o2 3 ze av .d. seqzeav (4) Hp.o. Ove av (dD) 

(4) . (5) . Induct .o. v’d zv .a. Prop | 

Puisque cette démonstration est un peu compliquée, je la répéterai en 
mots. La P affirme que si deux progressions v,v’ sont tels qu’entre deux 
termes consécutifs quelconques de v il se trouve toujours au moins un terme 
de v’, alors il n’y a aucun terme de v’ qui succéde & tout terme de v. 
Soit x un terme de v, et y un terme de v’ entre x et seq x. Alors les 


termes de v qui ne précédent pas x forment une progression 0% v, et les 
termes de v’ qui ne précédent pas y forment une progression oy v’. Si alors 


x’ est un terme queleonque de 07 v, y’ un terme de v’ entre x’ et seq a’, 
on deduit que y’ est un terme de oy v. Or il y a un terme y” de oy v' 
qui vient entre seq x’ et seq seq x’, et un tel terme doit ou bien étre 
seq y’ ou bien succéder & seq y’; done seq y doit précéder seq seq x’. 
Il s’ensuit que, si 2 est un v’ qui précéde quelque v, alors seq z est aussi 
un v’ qui précéde quelque v. Mais par hypothése il vy a des v’ qui précé- 
dent des v; done le premier terme de v’ doit précéder des v. On déduit par 
induction que tout terme de v’ précéde des termes de v, c’est-a-dire qu’aucun 
terme de v’ ne succéde & tout terme de v. 


22 Hp Prop 2°41 0. 20 = av’ 


| wenv’ .o. qu'ny3(aPy) (1) 
(1). v’onv .0: xenv' ox. LEV 2d. av'aav (2) 
(3) 


wenv .d. Tuany3(xPy) .d. qu'anse (LP2Z) .d. weav’ 3:9. avaav' 
(2) . (3) .o. Prop ] 


3 weCls. wou. a9 53(woms): Er oO. awn ya(rPy . yPseqx). 
wn y3(aPy . yPseqx) € Elm : 779 w2 2.9. w € we 


Cette P affirme que si v est une progression dans une série condensée zw, 
et si w est une classe contenue dans wv et succédant a un certain terme de v, 
et s’il y a un terme de w, et un seul, entre deux termes consécutifs quel- 
conques de v, et si finalement les termes qui succédent a tout terme de v suc- 
cédent aussi 4 tout terme de w, alors w est une progression dans w. 


| Hp. §1Prop1°8 .0: xev .oe, q1--1 A Re 3)te=on .ways(aPy . yPseqr) oz | 


ev . da, Ra = 1+ A Re 2}tr = ow. way3(xPy . yPseqr) = or |: 
RweReln R’3}aR’b .=. qua x3(aRex b)| . §8Prop2°16 :0. Rwe 1+-1 (1) 
ReRely : Lev .da. W a= rwany3(xPy . yPseqx) : seqwe = Wseqa 19. CR wr .d. 


wae Rwy Rseqz . seqx Rwseqwa id. Wa Rw R Rw sequwa (2) 














s2: (480 


We Pseqx . seqx Pseqwz .d. We Pseqwe (3) 
xeveOv .d. Wy Px .o. -(wox2) (4) 
© 
(4) . Hp .o. woz0y (5) 
UNIWA 9! YEW .dy. TU A v'3(yPseqz’) (6) 
Hp (6). §3Prop. 2°11 .o. unx’3(yPseqx’) eWp 
yew . unc'3(yPseqr’) = v' . 2 =0v' 0. y= We (7) 
$1 Propd:7 . (1). R’ = Rw RRw.o. R’el-rl . wy = 1w=9'w (8) 
~ 
SECIS . Wy ES 2 LEV. We ES .dz, SEQWer ES 210: L(Rwe)sw .dx, sequ(Rwe)sw (9) 
© 
(9) . Hp(9) . Induct .o: xev .d2, e(Rwe) sw (10) 
Hp (9) . (10) . Rw el-- .o: wr ew .dw. We &8 (11) 
x 
(0)<(8) Gl) 203 Prop: } 
‘4 Twprw3(vw= A . 10 = rw) | Prop23.0. Prop | 


‘3 MONA 33(ng = AV) .0. 12.9 39(az = av) EElm 


| neat 22 010s = = 200 (1) 

Ue SU. 2 P29. 22'= SAV (2) ():5.(2)) 00 Prop) 
6 Granse(as = 20) .9. I'v = 1a NA(as = a?) Df 
“61 WEew?p. AwaANs3 (as) ah Luw=neans3 (aaa) Df 


l’v et 1,w, telles qu’on vient de les définir, sont de vraies limites, tandis 
bue 4’v et 2, v du § précédent étaient ou bien des limites ou bien des maxima 
ou des minima. Puisque l’v appartient a la classe vz, l’v ne peut pas appar- 
tenir 4 la classe v. qui du reste ‘n’a pas de maximum, par définition. De méme 
1, w n’appartient pas 4 la classe w, qui n’a pas de minimum. Si une wp ou 
une wp posséde une limite, elle ne peut en avoir qu'une seule; mais elle 
peut n’en avoir point. Dans les classes dérivées, 7, O7,@7,7@ au contraire, 
on peut démontrer l’existence des limites, comme nous allons voir. 


% 3 PeRel. Pod’. P=P. 1 = mur: WEU .0,.10u lA = 19! 


1 a,bew . aPb Oo. dwp  v3(avoua . 1 dab) 
Cette P affirme qu’on peut trouver une progression dont tous les termes 
sont contenus entre deux termes donnés de la série condensée wu. 


[ weu. ePb. P? =P .o. quny3(xPy . yPb) (1) 


$1 Prop 1°8 Rel+-1. 0° 0. WO-g . VEW, .d. | 14-IN Ry 3(99 =tOw . 
oc oe 


aPi05 . 10) Pb) (2) 
v’ v’ 


§1 Prop1‘8 . (1) . Hp(2). xev’ .d: qi-rlARez 3(o2 = ix. aPiox ‘ 10x PO) .2: 
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ql —+1IAR seqz? (o seqa = (Seq7r . 10 x Pio seqz. 10se qaPb) (3) 
(2).(3). Induct .o: wev'.or .q1-+-1ARz 3(ox tx. aPioxr .t0x Pio seqz 10 seqzPb) (4) 


HEV’ .Oxr. Se él —r1nR,z 3(Ox ae ts aProx . ox Pro seqr . 10seqzPb) : 
S = Rela R’a}qv’nca(R’” =Sz )}. RB’ =uS.:.0. 


R'el-+-1. 0’ =v'. o’simv’ . a0" 92a. 20'92b (5) 
(5). § 3 Prop 1-91.90. o’s@p (6) (5) . (6) .o. Prop | 
Dans la preuve qu’on vient de donner, on prend d’abord une progression 
queleonque v’ dont la relation génératrice est R. On prend un terme quel- 
conque entre a et b, et on établit une relation Roy , qui subsiste uniquement 
entre le premier terme de v’ et le terme qu’on a pris entre a et b. Alors on 
prouve par induction que pour tout terme x de v’, on peut trouver une re- 
lation Rz qui subsiste seulement entre x et un seul terme entre a et db, qui 
précéde le seul terme auquel seq x a la relation Rseqax. Alors on prend la 
somme logique R’ des relations Rz pour toutes les valeurs de x pour les- 
quelles x est un v, et on démontre que le domaine de R’ est une progression 
dans w, dont tous les termes se trouvent entre a et b. Le processus qu’on a 
employé peut se décrire comme « compter sans nombres ». 
3°41 a,beu.aPb 0. dwP v3(av 0 aa.av od ab) 
{ § 5 Prop 1:4. §6 Prop 3:1 .o. Prop | 
2awEeP 
[| v,v'e@p.avTav’ . a,besv'-av . aPb. Prop 3:1.9. 


Wopav’3(av" 02a .av" dab) 0. qopav’3(avTav” . av'’Tav’) .d. Prop | 
Pour la Df de T, voir § 5 Prop 2°7 


‘21 2wE® 
3 one P 
Prop 1°6 .0: v,x’eox =. wa, u-av'e rm (1) (1). Prop 3:2 ._). Prop 
Pp ’ I I 


‘31 axe ®P 


°4 Ger 0.8% aw = aer. aw € Elm 


[ we a-% 10: VE WP.dr, LE AV 2d. LEN‘Tw (1) 
Prop 3:°1:2 . xez .d. WPA V3(xE Va) .d. L-E A'a@ (2) 


(1). (2). § 5 Prop 1:3 .o. Prop ] 
‘AA dem 0. aM = 780 . MaweElm 

‘3 aoe 0. on = en. wareElm 

[ wex-z 0: VEeMP .dv, LEVT 19, LEN‘wr (1) 


wen . Prop 3°11°31 .9. ro Pava(xerv) 0.0-EeNwnr (2) (1) . (2) .o. Prop | 


34 daze... “wa = aera. ‘waeElm 




















a 1 me 


‘6 702 .o. aM = A Dem 3-4 N° (2) .o. Prop ] 
61 702.0. a0 = A 

‘7 non .o. on = A 
‘T1 mon .o. Noa = A 


3 4 PeRel. Pod’. P==P . ume : EU .9,,. TOM = Ut .9:: 


1 aol y =. x,yéerw . LOY. He = y Df 
41 oly =. 7,yeno. Loy. ve =y Df 
12 cTy =. x,yEor. Loy. Ley Df 
413 oly =. 0,yeor.xdy.xe=y Df 

°2 LEA 0. I wT, %53(I's =x) ; 

[ Prop 3:1 .o: yy,ygeu. YyPYg -dyly2- Fra A m3(ay,Tym . MT zy) (1) 


(1) . Prop 2°1°3 . veop . c= av: Zev .02. Wx enw . azTyWx . Wx T,2(Seq2): 
we ys quaz(ylws )! 1.9. wots lw = x | 
Cette P preuve que tout terme de zm (c’est-a dire, tout segment inférieur 
de «) est la limite supérieure d’une progression de termes de zw. Si v est une 
progression dans w, 2 un terme variable de v, zv est la limite des segments 
ax; mais ce fait ne suffit pas 4 la démonstration de 4-2, puisqu’on n’a aucune 
raison de croire que zx appartient toujours 4 la classe z@, c’est-d-dire que, 
si x est un uw, x est la limite supérieure d’une progression dans w. 
21 LE wx .d. AwT,A 23(13 =x) 
Cette P se déduit de Prop 3: 11 comme 4°2 se déduit de 3:1. 
22 LEAwM 0. TT, 23(l's =x) 
23 XEwr Oo. A wT,” 23(1,35 = Z) 


‘24 LEAW 0. TOT, 9 23(l's =x) 
‘23 LEwH od. awT, % 23(1,5 = x) 
‘26 LEAW .d. dot, % 23(I's =x) 


‘27 XE wa .D. aAwT, % 23(1,s = 2) 
La démonstration des Prop ‘22 —:27 est semblable 4 celle de Prop °2. Il 
v a huit autres propositions de la méme forme que nous ne savons pas dé- 
montrer, et qui paraissent ne pas étre toujours vraies. Telle est la proposition 
LE AW OD. AwWT, * 33(1,5 = 2) 
8 2€0T, .0. I'z E aw 
[ wer .o. xTseqex .o. quny3(xTay . tyTseqx) (1) 
Prop 2°3 : wez .d.2 Ur euny3(xTay . ayTseqx) : v = wa) qeava(wl’ve)) ..d° 
veo Pp. ts = av.d. Prop | 
31 SE OT, 0. 13€ wx 
"32 ZE wT, .0. 1zé 20 
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‘33 3€ wT, .9. I's wz 


"34 3€ OT, .0. I's€ mw 
33 38 wi, .0. 138 wn 
36 Zé WT, .d. sé nw 


‘37 2€ wT, 9. sé wn 

[ci aussi il y a huit autres propositions de forme semblable qui ne pa- 

raissent pas étre toujours vraies. Telle est la proposition. 
SE wT, 0. sé aw 

Note au § 6. — On peut maintenant résumer les principaux résultats du §6. 

Une série condensée (une ®&) est une série qui a un terme entre deux 
queleonques de ses termes. Une telle série se définit par une relation transi- 
tive P, qui implique la diversité, et qui est telle que P?=P. Si «Py, on peut 
dire que x précéde y. S’il y a des termes en dehors de la série considérée qui 


ont la relation P ou P avee d’autres termes, on peut toujours trouver une 
autre relation, équivalente 4 P dans la série considérée, et telle que tous les 
termes qui subissent cette relation ou sa converse appartiennent a Ja série 
considérée (§5 Prop 1°6). Par conséquent il est plus simple, et non moins 
général, de prendre comme type de série condensée le domaine complet 
dune relation convenable et de sa converse. 

Soit w une telle série, P sa relation génératrice. Une progression dans u 
est une série du type @, contenue dans wu, et telle qu’on atoujours x Pseq x, 
si x est un terme de la progression. Nous appelons wp la ‘classe des progres- 
sions dans uw. De méme, oP est la classe des régressions, ¢’est-a-dire des sé¢ries 


de type w, pour lesquelles xP seq x. On peut construire une wp et une op, 
dont tout terme se trouve entre deux termes donnés quelconques de w. 
Toute classe v contenue dans wu définit quatre classes dans wu: 
(1) zv, qui contient tous les termes tels qu-il yaunv qui succéde 4 ceux; 


(2) av, qui contient tous les termes tels qu’il y a un v qui les précéde ; 
(3) vz, qui contient tous les termes qui précédent tout terme de v; 


(4) vz, qui contient tous les termes qui succédent & tout terme de v. 

Si v est une progression, (1) et (4) sont seules importantes ; pour une ré- 
gression, (2) et (8) sont seules importantes. Si v est une progression, tout 
terme de wu appartient a (1) ou (4), et (1) n’a pas de dernier terme; mais on 
ne peut savoir (dans le cas général) si (4) a un premier terme ou non. On a des 
remarques semblables si v est une régression. 

On avance maintenant 4 la théorle des segments, qui constitue une gé- 
néralisation de la théorie des nombres réels. On a quatre classes de segments : 

(1) La elasse zm, qui est formée de toutes les classes av, ov est une w P 
quelconque: 


(2) la classe zm, qui est formée de toutes les classes 2v, ot v est une oP 
quelconque ; 
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(3) La classe wz, qui est formée de toutes les classes vz, ol vestune oP 
quelconque ; 


(4) La classe wz, qui est formée de toutes les classes vz, ot v est une wP 


quelconque. 
Chacune de ces quatre classe est une , done la relation génératrice se 


dérive de inclusion logique. Tout terme de wz est le produit de u et de la 


négation du terme correspondant de zw; et de méme pour 7@ et wz. Les 
classes 27 et M7 peuvent avoir des termes communs; par exemple, si w est 
la classe des nombres rationels, et v est une progression dans wv qui n’a pas 
de limite rationelle, v’ une régression qui détermine la méme section (dans 
le sens de Dedekind). Si w est une série qui satisfait au postulat de conti- 
nuité de Dedekind, 7@ est MZ n’ont fpas de jtermes communs; car alors il y 
aura un dernier terme dans toute classe qui appartient 41a classe @7, et dans 
aucune classe de 7M. 


Dans chacune des quatre classes 7M, 1M, W2, WI, on peut construire une 
progression ou une régression, qui aura toujours une limite appartenant a 
une des quatre classes, mais pas toujours 4 la classe qui contient la dite pro- 
gression ou regression. De plus, tout terme de chacune des quatre classes est 
la limite de certaines progressions, ou bien de certaines régressions, mais 
non pas nécessairement (& ce qu’il parait) de toutes les deux; et les termes 
des dites progressions ou régressions n’ont pas besoin d’appartenir 4 la méme 
classe que le terme qui est leur limite. Ces résultats sont en définitif les suivants: 
Tout terme de am est lalim.d’une pr. dans zm et d’une pr. dans wz 


» » ao » Mt 


» aw 
» wn » régr, > ao » wx 
» It » » » TH » Mit 


Toute progression dans zm ou dans mz a une limite dans aw 





» » » TM » MrT » » TMH 
’ _s 
» regression » ae) » Ort » » on 
» » » TH » OT » » It 
Done: 


am est identique a la 


classe des limites de 


progr. dans 2m ou wz 


TH » » » » » Aw » wit 
, . 

ON » » » » regresslonS » 72M » waz 

OW » » » » » mam » wr 


Nous n’avons pas réussi 4 prouver qu’aucune des quatre classes est une 
série complétement parfaite; mais chacune d’elles est parfaite ou bien 4 








— 


droite ou bien Agauche, e’est-A-dire ou bien pour les régreSsions, Ou bien 


pour les progressions. La somme logique de 7@ et W7, ou de 2M et W2, est 
une série parfaite ; mais cette série ne sera en général pas condensée. Car 
sil existe dans wu une progression v et une régression v’ ayant la méme limite 
dans w (ce qu’on sait étre possible), alors zv et v’a seront consécutifs dans 
la série 7M uv M2, car v’a ne contiendra qu’un seul terme qui n’appartient 
pas & zv, savoir la limite commune. Done z@ uv waz n’est pas en général 
une série continue. 

Nous n’avons pas réussi & prouver qu’aucune progression ou régression 
dans wu ait une limite, quoique nous ne connaissions pas d’exemple d’une 
série condensée dont aucun terme n’est un élément principale (dans le lan- 
gage de M. G. Cantor). Nous ne savons non plus prouver qu'il y a des termes 
de 7@ qui sont des limites de régression, etc. 

On sait d’aprés M. G. Cantor comment prouver tous ces théoremes si w 
est une série dénombrable [RdM. V, pp. 129-162]. Nous ne développons pas 
ce sujet, puisqu’il n’a été traité 4 fond par M. Cantor. Dans le § 6 nous avons 
seulement voulu déduire les résultats qui sont valables pour toute série con- 
densée, sans introduire d’autres conditions. 

BERTRAND RUSSELL. 








Recensione. 


L. CouturaT — La logique de Leibniz d’aprés de documents 
inédits, Paris Alcan 1901. 


Che Vesame dei manoscritti di Leibniz, a distanza di un paio di secoli 
dalla sua morte, abbia potuto ancora dar materia al rintracciamento di 
frammenti o di opere, paragonabili per valore e interesse a quelle che di 
quel gran pensatore erano finora pervenute a cognizione del pubblico, é 
un fatto che puo sembrar strano e poco credibile a chi non ponga mente 
al genere delle questioni alle quali quei frammenti si riferiscono. 

Tali questioni appartengono infatti ad un campo di ricerche il cui ac- 
cesso richiede, come condizione indispensabile, il possesso simultaneo di 
cognizioni e attitudini intellettuali che, riunite eccezionalmente ed emi- 
nentemente in Leibniz, vennero poi in certo modo a essere ripartite fra 
le due classi, ben distinte e quasi antagonistiche, dei suoi eredi intellet- 
tuali, cioé, da una parte i matematici e dall’altra i cultori degli studi 
filosofici. 

Cio rende anche, nello stesso tempo, ragione di un altro fatto notevole, 
messo chiaramente in luce dal presente volume del Couturat, che, cioé, per- 
tino negli scritti del Leibniz, gia da tempo pubblicati, le parti che toc- 
cano pitt davvicino gli argomenti a cui abbiamo sopra alluso, cioé in 
particolare i vari metodi di rappresentazione simbolica dei ragionamenti 
deduttivi e il concetto generale di un algoritmo operatorio (caleulus ratio- 
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cinator), Ssembrano non aver quasi richiamato sopra di sé alcuna attenzione 
ed essere giaciute non meno negilette o ignorate di quelle altre parti, ad 
esse affini, che gli editori delle opere di Leibniz non avevano finora neppur 
stimate degne della pubblicazione. 

Eppure, come ha ragione di notare il Couturat, é precisamente alle 
ricerche e alle considerazioni in esse esposte che é necessario far capo per 
rendersi conto della origine prima e delle intime sorgenti da cui deriva- 
rono, per espressa testimonianza del Leibniz stesso, tanto le sue idee filo- 
sofiche pit originali quanto le sue scoperte nel campo della matematica. 
Si le une che le altre sono da lui infatti insistentemente presentate come 
delle semplici « applicazioni » di quelle sue speculazioni generali sulla 
logica deduttiva e sull’arte di scoprire (Combinatoria characteristica et ars 
inveniendi) alle quali egli non ha mai cessato di attendere in ogni fase 
della sua vita intellettuale, e delle quali le traccie ci sono rimaste in quella 
serie di frammenti e di tentativi che, gia segnalati su questa Rivista dal 
Vacea, sono ora per la prima volta dal Couturat presi in considerazione nel 
loro insieme, e analizzati e comparati in rapporto al concetto fondamentale 
di cui rappresentano lo svolgimento. 

Tale concetto @ quello della possibilitaé di estendere al di fuori del 
campo dell’algebra, e della matematica in generale, quei processi di de- 
duzione automatica che, basati su un’analisi rigorosa delle idee fonda- 
mentali e sull’uso di opportune notazioni ideografiche, si sono ivi dimo- 
strati tanto fecondi ed efficaci come mezzi di accertamento e di indagine. 

* 
*% x 

E ai suoi primi studi sulla logica scolastica e al fascino che, come 
egli stesso ci informa, questi esercitarono su di lui fin dai suoi anni pit 
giovanili, che occorre risalire per trovare il primo germe delle sue medi- 
tazioni su questo soggetto. (Mihi adhue puero necdum nisi vulgaris logicae 
placita noscenti, expertique matheseos nescio quo instinctu subnata cognitio 
est posse excogitari aliquam analysin notionum unde combinatione quadam 
exsurgere veritates et, quasi numeris, aestimari possint. Elem. Rationis) Cou- 
turat, pag. 34. 

Nello seritto De Arte combinatoria, da lui pubblicato mentre non era 
ancora ventenne (1666), e il cui titolo sembra accennare a un’ulteriore in- 
fluenza esercitata su lui dagli seritti di Raimondo Lullo, questo germe 
é gia sviluppato al punto da indurlo a un tentativo sistematico di rappre- 
sentazione simbolica dei concetti della geometria elementare mediante ri- 
duzione di essi a un certo numero (precisamente ventisette) di nozioni 
primordiali (notiones primitivae) che egli designa con numeri progressivi. 
Da queste coll’uso di pochi altri segni, indicanti le varie specie di relazioni 
e di « combinazioni » che tra essi si possono stabilire, egli costruisce le 
definizioni di tutti gli altri. Tali definizioni sono da lui distribuite in varie 
classi, in ciascuna delle quali sono successivamente combinati i concetti le 
cui definizioni figurano nelle classi precedenti. 

Non @ senza importanza notare a questo riguardo come egli insista 
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continuamente sull’analogia che questo processo di decomposizione @ suc- 
cessiva ricomposizione di concetti presenta con quelli aritmetici di decom- 
posizione d’un numero nei suoi fattori primi, e di successiva ricostruzione 
dei suoi divisori per mezzo di prodotti parziali fra questi. 

La dimostrazione d’una proposizione generale: « OgniA é B», & con- 
cepita da Leibniz come consistente nel porre in chiaro, per mezzo di una 
sufficiente analisi del significato dei suoi termini, che l’insieme delle pro- 
prieta che, prese insieme (simul sumptae) costituiscono la nozione B, fa 
parte dell’insieme delle propriet&é che costituiscono la nozione A. 

Prendendo le mosse da questo concetto, egli si propone anzitutto di 
determinare, dato un numero limitato di « nozioni primitive», quale sara 
il numero nelle proposizioni « dimostrabili » che si possono costruire, as- 
sumendo come soggetto (0 come predicato) una determinata nozione « com- 
plessa » (costituita cioé da un determinato gruppo delle nozioni primitive 
date). 

Per quanto riguarda le proposizioni generali affermative, la prima 
delle suddette questioni é da lui risolta seguendo un procedimento analogo 
a quello che conduce a determinare il numero dei divisori d’un dato nu- 
mero (che sia prodotto da numeri primi tutti diversi fra loro); la seconda, 
quella cioé di determinare il numero delle proposizioni di dato predicato, 
é parimenti ridotta a quella di determinare, quando sia data una classe 
finita di numeri primi, quanti sono i multipli d’un numero dato (eguale al 
prodotto d’un certo numero di essi) che si possono ottenere moltiplicandolo 
per l’uno o Valtro dei prodotti risultanti dalle diverse combinazioni (senza 
ripetizioni) di quelli, tra i numeri primi dati, che non figurano tra i suoi 
fattori. 

Per quanto riguarda le proposizioni particolari affermative di dato sog- 
getto Leibniz si limita ad osservare che, poiché la proposizione « Qualche 
A é@ B » non pud, in conformita alle note regole di conversione e di sub- 
alternazione della logica scolastica, esser dedotta se non dall’una o dal- 
l’altra delle proposizioni generali affermative che hanno A per soggetto e 
B per predicato oppure B per soggetto ed A per predicato, il numero di 
quelle tra esse che sono ‘* dimostrabili ,, sara dato dalla somma dei due 
numeri sopra calcolati, rispettivamente, per le proposizioni generali di dato 
soggetto e per le proposizioni generali di dato predicato. 

Dopo aver cosi calcolato il numero delle proposizioni affermative ‘ di- 
mostrabili ,, che si possono costruire colla combinazione d’un dato numero 
di nozioni “ primitive ,,, Leibniz, proseguendo in queste sue ricerche di 
‘* logica enumerativa ,,, si propone di determinare anche il numero delle 
diverse dimostrazioni che di ciascuna di esse é possibile trovare e, in parti- 
colare, data una proposizione universale affermativa ‘‘ dimostrabile ,, ‘¢ Ogni 
Aé B ,,, quanti sono i sillogismi che si possono costruire (sempre nell’ipo- 
tesi di un numero limitato di nozioni primitive) aventi per oonclusione la 
detta proposizione. Tale numero, corrispondendo a quello delle nozioni 
complesse che in tali sillogismi possono fungere da ‘‘ termine medio ,,, é 
da lui caleolato determinando, nel modo gia visto sopra, il numero delle 
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nozioni ‘* complesse ,, atte a figurare nello stesso tempo come predicati di 
proposizioni generali affermative aventi A per soggetto, e come soggetti 
di proposizioni generali affermative aventi B per predicato. E analoghe 
considerazioni, sebbene alquanto pit oscure e complicate, sono da lui pure 
applicate al caso dei sillogismi aventi per conclusione una data proposi- 
zione generale negativa. 


%* 
* * 


Giova notare, prima di passare all’esame degli altri scritti logici di 
Leibniz posteriori al ‘‘ De arte combinatoria ,,, come egli, pur qualificando 
questo suo primo lavoro come un ‘ essay d’escolier ,,, aggiunge; ‘* mais 
le fond est bon et j’ay basti la-dessus ,,. 

In una serie di saggi portanti la data del 1679, troviamo infatti Leibniz 
occupato a costruire, sulla base dell’analogia sopraindicata tra l’analisi dei 
concetti e la decomposizione dei numeri nei loro fattori, e coll’ulteriore 
impiego del segno di negazione, un sistema coerente di notazioni simbo- 
liche atto a rappresentare, non solo le varie specie di proposizioni, ma anche 
le trasformazioni e le operazioni deduttive che su essa si possono effettuare. 

Egli osserva anzitutto come, dato un sistema di ‘‘ nozioni primitive ,, 
a,b,¢..., basta far corrispondere ordinatamente ad esse dei numeri primi 
per es. 2,3,5,7, ete. per poter indicare, senza alecun pericolo d’equivoci, 
ogni nozione ‘‘ complessa ,,, derivante da qualsiasi loro combinazione, me- 
diante il numero corrispondente al prodotto dei numeri primi designanti le 
nozioni primitive dalle quali tale nozione complessa & costituita. 

Cosi per es. se con 2 e 3 si indicano rispettivamente i concetti ‘ ani- 
male ,, e ‘‘ ragionevole ,,, il numero 6 indichera ‘‘ animale ragionevole ,,. 

Se nella definizione della nozione complessa che si tratta di rappre- 
sentare simbolicamente, entrano, oltre ad aleune delle nozioni date anche 
le negazioni di aleune di esse, egli conviene di rappresentarla con due 
numeri, uno dei quali sia il prodotto dei numeri primi corrispondenti alle 
nozioni ‘* positive ,, e l’altro il prodotto di quelli che corrispondono alle no- 
zioni negative, e di distinguere tali due prodotti l’uno dall’altro prefig- 
gendo al secondo il segno — di negazione. 

Cosi per es., avendo 2 e 3 i significati sopra indicati, se indichiamo 
con 5 e 7 rispettivamente i concetti: ‘* europeo ,,, ‘* ricco ,,, l’espressione 
simbolica: (6,—35) 
esprimera i] concetto: ‘* animale ragionevole, non ricco, non europeo ,,. 

Dati due numeri qualunque 7, 2’ (che siano prodotti di fattori primi 
appartenenti all’ ‘‘ alfabeto ,, introdotto per notare le nozioni primitive poste 
a base d’una data trattazione) si potra constatare subito se la nozione cor- 
rispondente al simbolo : (n,—7’) sia ‘* possibile ,, (cio non contradittoris 
verificando se i due numeri 7, 72’ sono primi tra loro (poiché in caso con- 
trario la nozione in questione conterrebbe un fattore della forma a—a). 

Per verificare poi se la nozione (n,—2’) possa figurare come soggetio 
in una proposizione universale affermativa, avente per predicato un’altra 


, 
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data nozione (m,—m’), bastera, in conformita a cid che abbiamo visto in. 
dietro, verificare se n é divisibile per m e inoltre anche 7’ per m’. 

Condizione invece perché si verifichi la proposizione generale negatiya 
avente per soggetto (n,—n’) e per predicato (m,—m’), é che i due nane 
ned m', oppure gli altri due n’ ed.m abbiano un fattore comune. 

Le corrispondenti regole per le proposizioni particolari, sono da Leibniz 
ridotte a quelle sopra enunciate per le proposizioui generali, osservand 
che le proposizioni particolari, affermative e negative, equivalgono rispet- 
tivamente alla negazione delle corrispondenti proposizioni generali nega. 
tive o affermative. 

Dal fatto che i numeri m, 72; m’ n’ entrano simmetricamente nell’enun- 
ciato delle condizioni di validité sopradette, relative alle proposizioni ge. 
nerali negative e particolari affermative, Leibniz deduce immediatamente 
la nota regola scolastica della ‘‘ conversio simplex ,, e con analoghe cor- 
siderazioni cerca di dimostrare quelle relative alla ‘‘ conversione per con- 
trapposizione ,, (Formul. a. 1901 2-4), alla ‘‘ conversione parziale ,, non 
che quelle relative alla validita dei sillogismi delle varie figure. Ma le dit: 
ficolta e le complicazioni contro cui vennero ad urtare i suoi tentativi di 
estendere questo metodo di dimostrazione a tutte le norme della logica seo- 
lastica sembrano averlo indotto a rinunziare a ogni ulteriore elaborazione (i 
tale simbolismo logico-aritmetico. 

La sola traccia importante che queste due prime idee relative all'ana- 
logia tra l’analisi dei concetti e la decomposizione dei numeri in fattori, 
abbiano lasciato nei suoi scritti posteriori ¢ rappresentata dalle conviuzione, 
da lui non mai abbandonata anche in seguito, di una distinzione * asso- 
luta ,, tra nozioni ‘‘ primitive ,, e nozioni ‘‘ derivate ,,, distinzione che, 
come quella tra numeri primi (‘‘ primitivi ,,)e numeri non primi, egli 1- 
guardava come affatto indipendente da qualunque considerazione relativa 
all’ordine e alla forma delle singole trattazioni. (Cfr. Formulaire 1901, p.7). 

Un’altra osservazione, da non omettere a questo proposito é quella 
della perfetta eoincidenza tra la corrispondenza stabilita da Leibniz tra la 
proposizione: a est b, e l’altra: a é divisibile per b, e la corrispondenza inii- 
cata nel Formulario (a. 1901 p. 23) tra le due proposizioni; 

xeCls.aDb 
wveN.aest un diviseur deb. 

Poiché, infatti, Leibniz designa, con a, b, non le classi, ma le oondizioni 
da cui le classi sono determinate (L), la proposizione a est b significa, per 
lui, non l’inclusione di una classe a in un’altra b, ma invece, come gia 
accennammo, |’inclusione dell’insieme di condizioni che definiscono la clas 
b nell’insieme di condizioni che definiscono la classe a; la qual cosa, appli: 
cando a tali insiemi o classi di condizioni, le notazioni del Formulario (Cit 
ed. 1901 p. 5), si esprimerebbe scrivendo: b> a (2). 





(1) « De ideis loquimur non de individuis ». 
2) « A ext B idem est quod A continet B » (Cfr, Couturat p. 345), 
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Un’analoga considerazione spiega come, per Leibniz, al minimo comun 
multiplo di due numeri, venga a corrispondere, non la somma logica di due 
classi, ma la classe formata dagli individui godenti della somma logica delle 
condizioni a e b, cioé il prodotto logico delle due classi definite rispettiva- 
mente dalle condizioni a e b. 

Una fase ulteriore delle speculazioni di Leibniz sulla logica é rappre- 
sentata dai due scritti ‘* Speoimen calculi universalis ,, e ‘‘ Ad specimen cal- 
culi universalis addenda ,, , che, nelle edizioni di Erdmann e di Gerhardt, fu- 
rono pubblicati solo in parte. 

In essi Leibniz comincia ad enunciare un certo numero di assiomi lo- 
gici (propositiones per se verae), tra i quali, oltre quelli che si riferiscono 
alla propriet’ commutativa dell’operazione logica fondamentale da lui con- 
siderata, cioé del prodotto di due classi, (o della somma delle condizioni 
che le definiscono), figurano il principio d’idetita (a est a) e l’altro: ab 
est a. (V. Formul. 1901 § 1, 5°3 e § 2, 1°3). 

Da questi, coll’aggiunta del principio del sillogismo (‘‘ Si a est b, et b 
est c, dest ¢ ,,), egli deduce una serie di altre proposizioni esprimenti le note 
proprieta dell’operazione logica suddetta, e, in primo luogo, quelle relative 
alla ‘* composizione ,, e ‘* decomposizione ,, dal predicato d’una proposizione 
universale, cioé: 

‘** Si a est b et a est c, a est be ,, 

‘+ Si a est be, a est b et a est c,, 

A questi due enunciati egli fi seguire l’osservazione che, per quanto 
riguarda invece il soggetto, é lecita la ‘* composizione (,, si a est c, et b est ¢, 
ab este ,,), ma non la ** decomposizione ,,, non potendosi da ab est ¢ de- 
durre a est c, né b est ce. 

Dimostra, in seguito, la proposizione: 

‘¢ Sia est b, ac est be ,, (Formul. 1901 § 1, 5:5, § 2, 1°5) 
deducendone, nel modo pure indicato nel Formulario (§ 1, 5:6), il ** praecla- 
rum theorema ,,: 


2 
5 


** Sia est b et c est d, ac est bd ,,. 

Alla domanda se, reciprocamente, dalla proposizione: ac est be, si possa 
dedurre Valtra: a est b, egli risponde che condizione necessoria é sufticiente 
perché tale deduzione sia lecita é che b e e€ non abbiauo elementi comuni 
non sint intercommunicantia) col che egli intende significare che le due 
nozioni b ec, decomposte luna e laltra nelle ‘* nozioni elementari ,, che le 
costituiscono, non abbiano aleuna ** nozione elementare ,, in comune. Per 
esprimere uua tale relazione di non-intercommunicatio tra due classi di con- 
dizioni b, ¢, Leibniz non ha a disposizione aleun simbolo. L’indicarla, come 
fa il Couturat, scrivendo 

be == 0 
é certamente lecito purché perd si avverta che il prodotto be, in questa 
formola, rappresenta un'operazione affatto diversa da quella indicata da 
Leibniz serivendo ae o ab (per es. nella proposizione ab est ac). Con ab in- 
fatti Leibniz come vedemmo rappresenta linsieme delle condizioni che co- 
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stituiscono la nozione a e la nozione b (cioé la somma logica di tali con- 
dizioni, somma logica alla quale corrisponde il prodotto logico delle classi 
corrispondenti); il be invece che figura nella formola sopradetta, vuol in- 
dicare il prodotto logico delle classi di condizioni designate con Bb e c. 

Ne segue che, se si adotta la suddetta convenzione del Couturat (ed 
é necessario adottarla se si vuol tradurre in simboli il teorema enunciato 
da Leibniz) la proposizione in questione, enunciata coi simboli del Formu- 
lario, da luogo alla seguente formola: 

a,b,ce Cls. boc 2 ave . be= A 32 bDa 

Ja quale esprime una proposizione vera e non soggetta ad alcuna delle 
critiche che il Couturat muove all’enunciato di Leibniz (a p. 341, Nota 4), 


* 
* * 

Come documento delle varieta di significati attribuiti da Leibniz ai 
simboli di cui fa uso @ notevole un frammento (inedito) portante la data 
de] 1684, e nel quale l’espressione «x est abe é assunta per indicare cid che 
ora si chiamerebbe la somma logica delle proposizioni: x est a, x est b, x 
est c. 

Tra le proprieta dell’operazione cosi definita, che ivi sono prese in con- 
siderazione, figura in primo luogo la seguente: ‘‘ Si x est abcde et y est cefy 
xz estc,, colla quale Leibniz intende rappresentare in simboli il procedi- 
mento seguito dai geometri per determinare un punto come intersezione di 
due o pitt suoi Zwoghi, o anche dagli indovini per trovare un oggetto date 
due o pit classi di oggetti a cui esso contemporaneamente appartenga. 
(Couturat p. 344). 


* 
* 


Nel saggio di poco posteriore (1686) portante il titolo ‘‘ Generales in- 
quisitiones de analysi notionum et veritatum ,, l’espressione a est be torna 
ad assumere il significato che aveva, come vedemmo, nello ‘“ Specimen cal- 
culi universalis ,,, e ad essere definita come equivalente al sussistere si- 
multaneo delle due proposizioni a est b, a est c. Gli assiomi posti a base della 
trattazione nello Specimen, vengono rienunciati con qualche modificazione 
ed aggiunta (tra cui quella relativa alla proprieta della negazione: non 
non A=A). 

Cio che caratterizza questo saggio é la tendenza ad esprimere le rela- 
zioni di ‘ inclusione ,, mediante quelle di ‘“ uguaglianza ,,. Cosi la propo- 
sizione A est B viene espressa colla formola: A=BX la quale indica che, 
per ottenere |’insieme delle condizioni che definiscono la classe A, occorre 
assuinere, oltre alle condizioni che definiscono la classe B, anche un certo 
numero di ulteriori condizioni id cui insieme é designato dalla lettera X 
(Cfr. Formul. §q 1°4). 

Dalla formola A=BX egli deduce l’altra A=AB, moltiplicando la prima 
per B e sostituendo nell’cspressione cosi ottenuta (cioé jn AB=BX, a BX. 
il suo valore A). 
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Basandosi sulle quali premesse, egli dimostra il principio del sillo- 
gismo: Sé A=AB et B=BC, A=AC. (Sostituendo nella prima di dette ugua- 
glianze il valore di B, dato dalla seconda, ottiene prima A=ABC, e da 
questa, sostituendo in essa ad AB il suo valore A, dato dalla prima, ri- 
eava: AAC. Non enuncia pero la proprieta associativa di cui qui fa uso 
implicitamente). 

L’applicazione di questo stesso metodo di rappresentazione alle propo- 
sizioni particolari fu da Leibniz tentato in diverse riprese e in vari modi, i 
quali si possono ridurre a due tipi: quelli cioé consistenti nel far precedere 
anche il soggetto da un segno di ‘‘ classe indeterminata ,, (come fecero pit 
tardi anche Boole e Jevons) e quelli basati invece sulla considerazione, a 
cui Leibniz, come vedemmo, era gid ricorso in una precedente occasione, 
che le proposizioni particolari, affermative o negative, equivalgono: rispet- 
tivamente alle corrispondenti proposizioni universali negative o affermative. 

In questo secondo caso egli rappresenta le proposizioni: Qualche A é 
B, Qualehe A non é B, non solo colle formole: 

A non = X non B A non = XB, 
ma anche colle altre assai pitt convenienti: 

AB est res A non B est res, 
dimostrando poi l’equivalenza delle espressioni 

AB non est res A non B non est res 
con quelle da lui prima adottate 

A=A non B A=AB 
per le proposizioni generali. 


Il fatto perd che con questo sistema di notazione veniva a essere pre- 
giudieata la questione del significato * esistenziale ,, delle proposizioni ge- 
nerali, questione da cui dipendeva laltra delle legittimita delle regole della 
logiea scolastica relative alla “ conversione ,, e alla ‘“ subalternazione ,, , 
sembra esser stato d’ostacolo a che Leibniz traesse tutto il partito possibile 
da queste sue idee di eui lPulteriore sviluppo della logica matematica mise 
pit tardi in luce Vimportanza., 


Lo stesso si pud dire anche d’un‘altra idea contenuta in questo stesso 
opuscolo (Generales inquisitiones ete.) quella cioé dell’analogia tra le re- 
lazioni di deducibilitd, o di equivalenza di proposizioni, e le relazioni di inelu- 


sione 0 di coincidensa di classi, idea che sembra essere stata suggerita a 
Leibniz dal “ parallelismo ,, (gid notato da Pascal) tra i processi d’analisi e 


lefnizione delle nozioni e i processi di dimostrazione e di riduzione delle 
proposizioni le une alle altre. 

Allo stesso modo, egli osserva, come la proposizione ** A est B ,, signi- 
nea che le condizioni richieste per Vapplicazione del nome A, implicano, 
0 contengono, le condizioni indicate dal nome B, cosi la proposizione: 


** Si A est B, Cest D ;, 
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esprime che I’affermazione (1) A est B, contiene, o implica come conse- 
guenza, la proposizione ‘“‘ C est D,,; per modo che essa puo essere indi- 
cata con: 

(A continet B) continet (C continet D) 
o anche: (A est B) est (Cest D). 

La perfetta conformita tra le proprieta della copula ‘ est ,, (0 ‘* con- 
tinet ,,), nei due casi, ¢, da Leibniz, riconosciuta ed enunciata in modo 
non meno chiaro ed esplicito di quanto avvenne pit tardi per parte di 
Peano (1888) e Schréder (1891): 

Per A aut B intelligo vel terminum vel enunciationem. (Couturat p.395), 
E notevole a questo riguardo l’analisi che egli fa del senso delle con- 
giunzioni “ sebbene ,,, ‘‘ tuttavia ,, (etsi, tamen) le quali servono a negare 
che le due proposizioni, tra cui figurano, siano deducibili l’una dall’altra, 
cioé ad esprimere, per le proposizioni, il sussistere di quelle relazioni che, 
nel caso delle classi, sono espresse dalle proposizioni particolari (2). 

Con frasi poco differenti da quelle usate poi da Boole egli afferma che 
** veritates absolutae (cioé categoriche) et hypotheticae easdem habent leges et 
iisdem generalibus theorematibus continentur ,,, ed interpreta la proposi- 
zione A est B come perfettamente equivalente alla seguente: 

** Si L est A, L est B quelque soit L ,.. 
(Couturat pag. 355, nota 6, Formul. 1901 §1, 4:3. 
* 
* * 

Posteriore a quelli finora esaminati é ritenuto dal Couturat lo scritto: 
Non inelegans specimen demonstrandi in abstractis. Anche in questo Leibniz 
dopo aver definito la relazione di ‘ identita ,, (1), cerca di ridurre ad essa 
tutte le altre relazioni della logica e in particolare quella di ‘‘ inclusione ,, 
che egli definisce nel seguente modo: 

“« Si plura simul sumpta coincidant uni, plurium quodlibet dicitur 
inesse vel contineri in uno isto. Ipsum autem unum dicitur continens ,, 
(Couturat pag. 365). 

Il che é anche da lui espresso in simboli dicendo che ‘' A inest B .. 
equivale a: ‘* B=A-+-X. 

E importante notare come la dipendenza che Leibniz viene cosi a sta- 
bilire tra il senso che egli attribuisce al segno + e quello che attribuisce 
alla copula inest, fa si che, per lui, anche il primo sia suscettibile di rap- 
presentare due operazioni logiche diverse a seconda che la parola inest che 
figura nella sua definizione ¢ interpretata come esprimente l’inclusione ¢i 
una classe (soggetto) in un’altra (predicato) 0 invece come esprimente |a 
inclusione delle condizioni che definiscono una classe (predicato) tra le cou- 
dizioni che definiscono un’altra classe (soggetto). 


(1) Cum dicu A est B, et A et B sunt propositiones, intelligo ex A sequi B. (Couturat 
pag. 355, nota 1). 
(2) « A est vraie quoique B soit vraie » se traduit par: « De ce que B soit vrai 


sensyit pos que A soit fausse (Cfr, Couturat, pag. 357, nota 2), 
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Che Leibniz, nello scritto di cui ora parliamo, oscilli, in certo modo, 
continuamente tra tali due interpretazioni della copula inest & messo fuor 
di dubbio dagli esempi di cui fa uso. Cosi egli esemplifica le due proposi- 
zioni: ** A inest B,,, ‘“* B inest C ,, colle seguenti: ‘‘ Quadrilaterum esse, 
inest parallelogrammo, et parallelogrammum esse, rectangulo ,,, aggiun- 
gendo perd subito: ‘ Inverti haec possunt si pro notionibus per se consi- 
deratis, spectemus singularia sub notione comprehensa, et fieri potest A 
rectangulum, B parallelogrammum, C quadrilaterum. (Couturat pag. 374, 
nota 1). 

Ora il fatto che, a seconda che si adotti l’una o l’altra delle due in- 
terpretazioni per l’inest, il segno + viene a rappresentare, rispettivamente, 
la somma logica delle due classi tra i cui segni é posto, o la somma logica 
delle condizioni da cui tali classi sono definite (somma logica a cui corri- 
sponde, come gia si osservd, il prodotto logico delle classi rispettive), basta 
a mio avviso a giustificare le citazioni storiche, tratte appunto dall’opera 
di Leibniz di cui ora parliamo, che si trovano nel §2 del Formulario 1901 
(riportate in seguito alle proposizioni dall’1-3 all’1-6 e dal 2-1 al 2°6). 

Poiché infatti, nello scritto in questione, cid che Leibniz esprime, pro- 
miscuamente, talvolta scrivendo A+B, talvolta scrivendo semplicemente 
+ AB (2), 6 in fondo sempre la stessa operazione logica, o pitt precisa- 
mente de stesse due operazioni di logica (cioé la somma delle condizioni de- 
finienti due classi, e il prodotto delle classi stesse), le varie proprieta che 
egli enuncia dell’operazione -+ che egli considera, possono tanto riguar- 
darsi come riferentisi a quella che attualmente si chiama moltiplicazione 
logica quanto a quella che ora si chiama l’addizione, purché solo si av- 
verta che, in questo secondo caso, le classi di cui parla Leibniz, e che 
egli indica un a e b, sono “ elassi di condizioni ,,. 

E da notare infine a tale proposito come l’osservazione che fa il Cou- 
turat (pag. 373) a proposito delle seguenti proposizioni cominciate da Leibniz: 

* Da A inest B4+-C non si pud dedurre ** A inest B ,,, non esclude 
affatto che questa pure, come le rimanenti, corrisponda, per Leibniz, nello 
stesso tempo all’una e all’altra delle due seguenti asserzioni: 

1) Dal dire che la 'classe di condizioni A é contenuta nella somma 
delle due classi di condizioni B e C non si pud dedurre che essa sia con- 
tenuta nella classe di condizioni B. (Il che si esprimerebbe in simboli di- 
cendo che da ABYC non si deduce ADB); 

2) Dal dire che la classe, determinata dalla condizione A, contiene 
quella determinata dalla somma delle condizioni B e C, non si pud de- 
durre che essa contenga quella determinata dalle sole condizioni B. (Il 
che, indiecando con a, b,c, le classi determinate rispettivamente dalle con- 
dizioni A,B,C si esprimerebbe in simboli dicendo che: da beDa non si 
deduce ba). 


1) Kadem sunt quorum alterutrum ubilibet potest substitui salva veritate ». 
(2) Pro A+B posset simpliciter pont AB (Couturat pag. 364). 





Un’analoga avvertenza ¢ pure da ripetere per cid che riguarda la 
* sottrazione logica ,,, definita, nello stesso opuscolo, da Leibniz, nel se- 
guente modo: 

‘* Se A contiene B e se C contiene tutto cid che é contenuto in A, 
eccetto cid che é contenuto in B, si diré che C ¢ uguale ad A—B,,. 

Venendo cosi infatti anche il concetto di ‘* sottrazione ,,, come priina 
quello di addizione, a dipendere da quello di ‘‘ inclusione ,, anch’esso verra 
a partecipare della stessa duplicita di senso che abbiamo notata nel caso 
dell’addizione. 

Cid & messo in chiaro dagli esempi stessi che Leibniz cita, per la re- 
lazione A—B=C, tra i quali figura il seguente: Homo — Rationalis = 


Brutum, corrispondente alla formola: 
Homo = Brutus + Rationalis (1). 

Il diverso significato del segno di sottrazione (detractio) e di quello di 
negazione (*‘non,,) é caratterizzata da Leibniz col dire: Anon A est ab- 
surdum, A—A est nihil, e il contrasto tra le proprieta dell’uno e dell’altro 
é espresso dicendo che: ‘* non ,, repetitum se ipsum tollit. Detractio repe- 


tita non tollit se ipsam sed terminos cui praefigitur... Verbi gratia A 0 
non B est AB, sed A— —B est A,,. (Cfr. Couturat pag. 379, nota 1). 

Leibniz tenta pure di estendere la sua definizione di A—B anche a 
caso in cui la condizione che ‘‘ A sia eontenuto in B ,, non sia soddisfatta 
L’espressione A—B @ allora da luj designata come esprimente un’ * aspet- 
tativa di sottrazione (expectatio dectractionis), e paragonata ai numeri ne- 
gativi dell’ Algebra, in quanto, quando essa figuri come aggiunta a un 
segno di classe C, tale che C-+A contenga B, da luogo all’espressionc : 
C+-A—B, il cui significato @ determinato dalla definizione gid data sopr: 

Chiudero questa rapida rassegna degli scritti logici di Leibniz, corm 
pita colla scorta del volume del Couturat, notando col Couturat stess: 
come, mentre per cid che riguarda la proprieta delle operazioni fondaiies 
tali della logica (presa ognuna a sé 0 nei suoi rapporti colle relazioni 

inclusione ,, 0 di ‘* coincidenza ,,), ben poche siano quelle, ora note, 

cui negli seritti di Leibniz non si riscontri l’enunciato, sotto forma piu 
meno esplicita e determinata, per cid che riguarda invece quelle che 
potrebbero chiamare le proprieta vicendevoli delle dette operazioni, per e- 
Ja reciproca distributivita della somma e del prodotto logico (Lambert 
Peirce , 0 la definibilita di ciascuna di queste due operazioni per mezzo 
Valtra e del segno di negazione (De Morgan) ece., egli sembra aver 
scjato quasi tutto da fare ai suoi successori. 

La sua costante preoccupazione di non scindere le considerazioni re 





1) Altrove dice anche: Si A = Wiangulum, B = aequilaterale A 4-B erit « triangulir 


ueyvilaterale » 
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lative all’inclusione o all’eguaglianza tra classi da quelle relative alla 
coincidenza, parziale o totale, delle condizioni che le definiscono, lungi da 
facilitargli il riconoscimento di quel principio di ‘* dualita ,, (pit tardi sco- 
perta dal De Morgan) da cui dipende tanta parte della semplicita e della 
simmetria che caratterizza attualmente il calcolo logico, sembra esser stato 
per lui il principale ostacolo a una concezione netta della somma e del 
prodotto logico, come di due operazioni fondamentalmente distinte tra loro 
(per quanto godenti di comuni propriet4), e come suscettibili percié di es- 
sere considerate nei loro reciproci rapporti. 

La parte del volume del Couturat, alla cui considerazione mi sono li- 
mitato nel presente resoconto, quella cioé direttamente riferentesi al sim- 
bolismo della logica matematica non é certamente la sola che contenga 
documenti e osservazioni di cui sarebbe opportuno l’esame e la discussione 
su questa Rivista. 

Il contenuto tuttavia delle parti rimanenti, pur riattaccandosi alle 
speculazioni logiche di Leibniz, e pur concernendo argomenti ad esse in- 
timamente connessi, quali il calcolo geometrico, la costruzione d’un lin- 
guaggio scientifico universale, il progetto d’ un’ enciclopedia del sapere 
umano, ece., potraé senza inconvenienti, e anzi con vantaggio, formare 
oggetto di altri speciali resoconti. 

G. VAILATI 


Bari, 12 ottobre ’01. 





Un Dizionario di Matematica, cioe una raccolta dei ter. 
mini che si incontrano nelle opere matematiche attuali, insieme 
alle osservazioni che servono a precisare il significato o i si- 
gnificati d’ogni termine, quali l’etimologia, la storia, la defini- 
zione, quando é possibile, riuscira un lavoro utile tanto sotto 
l’aspetto scientifico quanto sotto quello didattico. 

La moltiplicita dei termini usati per rappresentare una 
stessa idea, e la moltiplicita dei significati in cui é usato uno 
stesso termine costituiscono un inconveniente troppo diffuso e 
ben noto. 

Il Dizionario potr& guidare individualmente ogni autore 
nella scelta dei termini pil opportuni pel suo lavoro. 

Esso é€ pure il lavoro preparatorio onde ottenere una ter- 
minologia scolastica uniforme; questione questa di alta impor- 
tanza e a cui si interessa la Societa « Mathesis», e di cui dot- 
tamente riferi il prof. E. DE Amicis nel Congresso tenutosi a 
Torino nel 1898. 

Esistono libri aventi lo stesso titolo del precedente, quali: 

G. S. KLuGEL, Mathematisches Woérterbuch, Leipzig a.1803- 
1831, 5 vol. 

cui fa seguito il 

«Supplement » von J. A. GRUNERT. Leipzig a.1833-36, 2 vol. 

A. S. DE MONTFERRIER, Dictionnaire des sciences mathe 
mathiques pures et appliquées. Paris a.1838, 3 volumi. (Altre 
copie portano lindicazione Paris a.1845). 

H. SONNET, Dictionnaire des Mathématiques appliqueées, Paris 
a.1867, 2 vol. 

Ma queste opere voluminose contengono sotto ogni nonie 
le proprieta principali dell’oggetto indicato da quel nome. Ad 
es. sotto il nome di Derirata si trovera un sommario di cal- 
colo difterenziale. Esse sono enciclopedie, e come tali non pos- 
sono competere coi trattati comuni, perché disponendo i vari 
soggetti in ordine alfabetico, si perde completamente l’ordine 
logico, che ha importanza fondamentale in tutti i trattati. 





Ce 
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Essi poi non contengono quasi mai |’etimologia e storia dei 
nomi, elemento importantissimo pel perfezionamento della ter- 


minologia. 
Infine essendo fatti da una sola persona, per quanto dotta 


e laboriosa, hanno sempre un’impronta personale; le inesattezze 
ed errori che inevitabilmente si riscontrano in opere di questa 
natura non possono pili essere corrette, non essendosi ristam- 
pate edizioni ulteriori. 

L’opera recente 

F. MLLER, Vocabulaire Mathématique (francais-allemand). 
Leipzig a.1900 p.x1I+132. 

é yoluminoso perché consta in gran parte di termini antiquati, 
e di termini proprii all’astronomia, all’astrologia, ecc. 

Esso poi si limita in generale a dare la corrispondenza fra 
le parole francesi e le tedesche. 

Eccono un estratto: 

Abaciste, Abacist 
abaisser, erniedrigen 
abaque, Abacus. 

Di qui non si ricava alcun significato dei termini. Anzi, 
essendo i termini matematici in gran parte internazionali, il 
dizionario si limita a una variazione di desinenze. 

Vedasi pure MULLER, Ueber dei Mathematische terimino- 
logie BM. a. 1901 p.282-325. 

Per quanto possano essere utili i lavori precedenti, nessuno 
risponde alla questione. 

Ritengo che il dizionario matematico, quale ora si intrap- 
prende, avra un piccolo volume, come ne fa fede la parte che segue. 

E sommamente utile che il dizionario sia un lavoro di col- 
laborazione, e che prima della stampa definitiva esso sia visto 
da un gran numero di persone. E cid per togliere ogni carat- 
tere individuale al lavoro; perché necessariamente un solo au- 
tore imprime al suo lavoro un carattere unilaterale. Inoltre la 
raccolta riuscira pili completa, potendo ognuno aggiungere quel 
nuovo termine, o quel nuovo significato d’un termine che cre- 
dera pid. opportuno. 

Il libro riuscir’ emendato dalle sviste in cui si cade ne- 
cessariamente in un lavoro di gaesto genere. 





— 162 — 


Sara bene che il dizionario contenga solo i termini che 
trovansi effettivamente nei libri in uso oggigiorno. I termini 
antichi eccezionalmente possono essere riportati, se c’é qualche 
vantaggio a richiamarli in uso. 

Lo scopo principale del dizionario é quello di poterne 
estrarre una terminologia da adottarsi in seguito. Ma le discus- 
sioni su questa scelta sarebbero attualmente intempestive, prima 
che il lavoro di raccolta del materiale entro cui si deve sce- 
gliere non sia terminato. 

Queste le ragioni che esposi nel congresso dei professori 
italiani di Matematica, tenutosi a Livorno nell’agosto 1901. Ivi 
si € convenuto di pubblicare un « Dizionario di Matematica », 
mediante la cooperazione di 

Mathesis, societa fra gli insegnanti delle scuole secondarie, 
presiedute dal prof. G. FRATTINI a Roma, 

Periodico di Matematica, diretto dal prof. G. LAZZERI, a 


Livorno, 
Rivista di Matematica, diretta dal prof. G. PEANO a Torino. 
Aderirono pure: 
Il Bollettino di Matematica, diretto dal prof. A. CONTI a 


Bologna, 

ll Pitugora, diretto dal prof. G. FAzzARI a Palermo. 

La prima parte di questo Dizionario si riferisce alla Logica 
matematica. Un saggio di questa parte fu presentato al con- 
gresso medesimo. Completato con aggiunte apportate dai pro- 
fessori VACCA, VAILATI e PADOA, qui ne segue un’edizione prov- 
visoria. 

I membri e i collaboratori degli enti associati possono pub- 
blicare sul rispettivo giornale le aggiunte, correzioni e osser- 
vazioni che crederanno opportune. 

Trascorso un tempo sufficiente, si passera alla stampa de- 
finitiva di questa prima parte del Dizionario. 
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PARTE 1* — LOGICA MATEMATICA 


In questo Dizionario hanno posto i termini generali che incontransi 
nelle pubblicazioni matematiche. Sono esclusi cioé i termini proprii del- 
l'Aritmetica, della Geometria e delle altre parti della Matematica. 

I termini sono accompagnati dalla loro etimologia e da spiegazioni 0 
esempi intorno al loro valore, o ai loro valori, e dalla loro trasformazione 
nei simboli usati nel « Formulaire de Mathématiques » (*) quando la cosa 
é possibile. Questi termini non sono perd accompagnati da una vera de- 
finizione, perché l’esame di quali si possono definire e quali no, richie- 
derebbe tutta la Logica simbolica. 


(*) Abbreviato in Formul. Qui si citer’ l’edizione dell’a, 1901, Paris, Carré et Naud. 








Addizione logica. Vedi «Somma logica ». 
Analisi, dvd-Av-oig = so-lu-zione. Opposto a «sintesi ». 

Al testo di Euclide, libro 13, secondo Heiberg t.4 p.364, furono 
ageiunte da qualche commentatore le definizioni di analisi e sintesi, 
ma poco chiare. La prima, come sta scritta, enuncia una forma di 
ragionamento errata. Lo stesso fa Pappo libro 7 p.634. 

In Archimede, Della Sfera libro 2 prop. 4,. l’analisi del problema 
consta nel porre il problema in equazione, e nella sua risoluzione. 
La sintesi ne é una specie di verifica 0 prova. 

I] ragionamento analitico consta d’una serie di sillogismi della 
forma OD > GiDo. Ds a0. 


Invece nel ragionamento sintetico i sillogismi hanno la forma 


GO Ue 2) GDC. 
Appartenere lat. adpertinere, ha assunto il valore di «essere parte» (vedi). 
Altre volte significa « & un ». (x appartiene alla classe a) = (xed). 

Arbitrio. « Presi ad arbitrio due numeri a eb» vale quanto « Se ae b 
sono numeri». Vedi essere. 

Articolo. Termine grammaticale. 

Diversamente unito al verbo « essere » (vedi) gli da i valori ¢, =, >. 
aa 4 2 Yh Som y soe . sys 

Assioma = a@gimpa da a&iog = degno. Vale « proposizione primitiva » 
indicata nel Formul. con Pp. 

Aleuni A. fanno differenza fra assioma e postulato, a seconda del 
grado di evidenza. 

Associativa. Essendo x,y degli individui d’una classe, sia vay un indi- 
viduo della stessa classe. I] segno a indica un’operazione. Quest’ ope- 
razione dicesi « associativa » se qualunque siano 2#,y,z nella classe, 
siha: (xay)az = xa(yaz). 

Sono associative le operazioni aritmetiche + e x, e le logiche nev 
Il nome « associativo» fu introdotto in questo senso da Hamilton 
Cambridge J. a.1846 t.1 p.50. 
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Assurdo lat. absurdus che in origine significava « che suona male 
(la condizione pr é in x assurda) = (non esistono degli x che sod- 


disfacciano alla condizione pr) = (-q £2 pr ). 

Generalmente la condizione pr é l’affermazione simultanea di pii 
condizioni, e allora dire « il sistema @ assurdo » vale quanto « le 
condizioni sono contradditorie >. 

Astrazione. Dicesi in logica matematica « definizione per astrazione 
la definizione d’'una funzione gx, avente la forma: 

yx = yy .=. (espressione composta coi segni precedenti) , 
cioé non si definisce il segno isolato gx, ma solo l’uguaglianza gx = gy. 

Avere si trasforma in « essere ». Es. « Se si hanno due numeri a e > 
vale « Siano a e b dei numeri 

(4 e 6 hanno per massimo comune divisore 2) = | 2= D(4,6) |. 

Campo = classe. 
Classe = classis, idea primitiva, indicata col simbolo Cls. 
Coesistere. (Le condizioni d’un sistema coesistono) = 
(il sistema non é assurdo). 
Coincidere vale « essere eguale ». 
Commutativa. Sia xay una funzione di x e di y. Si dice che 1’opera- 
zione a & commutativa se vay = yar. 

Sono commutative le operazioni logiche ne yv, e le aritmetiche +e ¥. 

Dicesi poi che due operazioni f e g a eseguirsi su una sola varia- 
bile x sono commutabili fra loro quando figx) =g(fxr). 

In analisi sonvi numerose coppie di funzioni commutabili. 
Questo termine fu introdotto da Servois, Annales de Math. 0.1815 p.50. 

Compatibili = coesistenti (vedi). 

Comune. (Classe comune alle classi a e b) = an. 
Comunque = ad arbitrio (vedi). 

Conclusione = Tesi (vedi). 

Condizione = proposizione contenente variabili. 

Se a @ una classe, la proposizione « #« & un a» in simboli « zea». 
é una condizione in z. 

Viceversa se pr & una condizione in z, si pud considerare la « classe 
degli x soddisfacenti alla condizione pz » indicata col simbolo « c2pz 
che si legge « x tale che pz ». Si ha 

LHLEA) =a LEL2D ¢ ) —Ppzr . 

Quindi data una classe, risulta determinata una condizione, ¢ vice 
versa. Sicché i termini « classe » e « condizione » esprimono la stess 
idea sotto due aspetti diversi. Nel Formul. si usa il solo simbolo Cis 

Conseguenza. (La proposizione p & conseguenza della g) = (q_->). 
Contenere. (La classe a @ contenuta in b) = (dall’essere a si deduce ¢ 
sere b) = (a). 
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Contradditorio, Contrario. In logica scolastica il contradditorio del 
giudizio (proposizione) ab é& -(a>bd), e il contrario é a>-b. 

In matematica pit. proposizioni condizionali diconsi contradditorie, 
se il loro prodotto logico é assurdo (vedi). 

Conversione. Regola di logica scolastica, per cui 
dalla proposizione « qualche a é b » si passa alla « qualche b é a 
e dalla « nessun a é b » si passa alla « nessun 0 é a 

Siccome in logica simbolica queste proposizioni si scrivono yan), 
e -anb, la conversione é una forma della regola di logica simbo- 
lica, detta « commutativita del prodotto logico ». 

La conversione ora considerata dicesi pure « conversione semplice ». 

Si converte la proposizione « ogni a é b » in « qualche b é a »; 
e questa operazione dicesi « conversione parziale, o per accidente 
Si noti perd che in questo caso la proposizione « ogni a@éb» non si- 
gnifica @Db, ma bensi « abd. qa ». 

Corollario da corona, corolla, corollarium = appendice. Cosi Boezio Con- 
sol. 3°10 tradusse il greco 26Q10ua = conseguenza immediata d’un 
teorema, 

Costante. Aleune volte é un pleonasmo. « Sia a una quantita costante » 
vale quanto « aeQ ». Ogni lettera ha un valore costante in una 
stessa formola, e un valore variabile da formula a formula. 

Applicata ad una funzione, la parola « costante » é tradotta con 
const, simbolo definito nel Formul. $70. 

Dare, @ un pleonasmo. ( Siano dati due numeri a eb) = (siano a e b 
dei numeri). 

Deduzione. Se p e q sono proposizioni, la proposizione « da p si deduce 
q» chiamasi deduzione, e si indica con « pq ». 

Se a e b sono classi, @Db si suol leggere « ogni a é b »; e vale 
quanto « dall’essere a si deduce essere Db ». 

La deduzione si esprime nel linguaggio ordinario sotto pit forme. 

Vedasi condizione, necessario, sufficiente, conseguenza, ... 


Definizione abbreviato in Def. Nel Formul. é un’eguaglianza il cui primo 
membro é il segno nuovo che si definisce, ed il secondo un gruppo 


noto di segni. Es. (Numero primo) = (Numero divisibile solo per sé 
stesso, e per l’unita). 

Aleuna volta si definisce un'espressione contenente lettere variabili ; 
e la detinizione ¢ preceduta da uwnipotesi. Es. 

Essendo a e 6 delle frazioni) .D. a-+-b = (espressione composta con 
a@e be coi segni delle operazioni aritmetiche sui numeri interi). 

« Detinizione possibile » & un’eguaglianza che, per un_ possibile 
ordinamento della scienza, pud essere assunta come definizione. 

Data una P, si riconosce facilmente se essa sia una detinizione 
possibile. Diventa o no una Def, a seconda della teoria e dell’arbitrio 
dell’autore, 
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Ilsegno = d’una definizione suol leggersi « dicesi, chiamasi, indica, 
significa, rappresenta ». 
Dimostrazione. Una dimostrazione ha in generale per scopo di persua- 
derci della verita d’una proposizione. 
Alcune volte la dimostrazione d’un sistema di proposizioni gia chiare, 
0 verificabili coll’esperienza, ha per scopo di analizzarne le mutue re- 
lazioni, e di ridurle a un sistema di proposizioni primitive. 
Le dimostrazioni sono fatte quasi sempre colla sola logica naturale, 
Furono perd date delle dimostrazioni in cui si ottiene una proposi- 
zione dalle precedenti con una serie di trasformazioni logiche. 
Diverso = differente = (distinto) = (non eguale) = (=1) 
Distributiva. Dicesi che l’operazione a é distributiva rispetto alla p se 
wa(ypz) = (xay)B(aaz), e si indica con Distrib(a,/). 
Sussistono le proprieta aritmetiche Distrib(<, -+), Distrib(}, 
Distrib(lim, +-), Distrib(lim, x), ece. 
e le logiche Distrib (e,n), (AA), (D,N), (Aw), (v,A), @ molte altre. 
Il nome fu introdotto da Servois. Vedi Commutativa. 
EK, latino et. In molti casi indica il prodotto n. 
(I numeri multipli di 2 e di 3sono multipli di6) = (2Nan3N D6N). 
(I multipli di 6 sono multipli di 2 e multipli di 3) = (6N2Nn3N), 
Qualche volta significa uv. Es. 
(I multipli di 4 e i multipli di 6 sono multipli di 2) = (4N u6N > 2N). 


‘orn « ny . 2 2 . . 
Kguale. « E eguale » 0 « eguaglia » si indica col simbolo =. 
La parola « eguale » quando si presenta sola, é indicata nel Formul. 


con ¢ (iniziale di t60¢). Sicché et vale quanto =. 

Nel Formul. si ha una sola eguaglianza, detta anche identiti o 
coincidenza. Un’eguagilianza-identita della forma mpr=gy da aleuni 
autori si considera come una specie d’eguaglianza fra x e y, e@ si in- 
dica con nomi speciali. 

Kguaglianza @ una scrittura della forma v=y. 

x dicesi il primo membro, y il secondo dell’eguaglianza. 
Equazione é@ la forma latina di « eguaglianza ». Vedi identita. 
Equipollenza. Altra forma di eguaglianza, usata da Bellavitis pei vet- 

tori. Dopo i lavori di Grassmann e di Hamilton, si indica semplice- 

mente col segno =. 
Equivalenza. Altra forma di eguaglianza. « Le condizioni p e q sono 
equivalenti » vale « p=q ». 

« Il solido a é@ equivalente al solido b » vale « Volume di a = vo- 
lume di BD ». 

Klemento. Classe contenente un solo individuo. 
(La classe a é un elemento) =|ya: x, yea . Dry. cy]. 
Ksistere. Si indica con ‘y. 


/ ae a . = rn . wen o 
Essere. A seconda dei casi ha i valori ¢,=,D, Ce 
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Es. (7 @ un numero primo) = (7 Np) 

(13 é Za somma di due quadrati) = (13 ¢ N?+-N?) 
(5 e 7 sono numeri primi) = (5,7 ¢ Np) 
(Tutti i multipli di 4 sono multipli di 2) = (4N>2N) 
(Ogni multiplo di 4 é un multiplo di 2)= » 
(L’uomo é@ mortale) = (uomo >) mortale) 
(13 @ da somma di 4 e 9) = (13 = 4-++9) 
(Sia a un numero primo; si ha...) = (ae Np... ...) 
(Hssendo » » » )» » » 
(Sonvi quadrati somme di due quadrati) = [q N?a(N°-+-N’)| 

Fissare & pleonasmo. 

(Siano fissati due numeri a e b) =(Essendo a e b due numeri). 

Le funzioni d’una coppia di variabili si indicano spesso scrivendo 
il segno di funzione fra le due variabili. Es. a+-b, a—d,... 

Invece di « funzione » dicesi anche « operazione » o « corrispon- 
denza ». 

Generale o universale dicesi una proposizione, o giudizio, della forma 
ad, ovvero a=b=A, 0 sostituendo b a =b, ab=/. 

Giudizio particolare & la negazione d’un giudizio universale, cioé 
della forma and. 

Una proposizione A dicesi qualche volta pit generale della B, e la 
B caso particolare di A, se aggiungendo alla ipotesi di A una nuova 
ipotesi, si deduce la B. 

Per es. se nella prop. a,beN .2). (a+b)? = a?-+-2ab-+-b? 
aggiungo all’ipotesi la condizione b’=1, e semplifico, ho il caso 
particolare aeN .7). (a-+1)? = a?+2a-++1. 

«In generale» aleuna volta significa «sempre» ed é un pleonasmo. 

Altre volte dire che una proposizione « é vera in generale» signi- 
fica che ha dei casi di eccezione, ossia che non é vera. 

Aleuni A. dicendo che una funzione definita in un intervallo ha « in 
generale » una data proprieta, intendono che abbia sempre questa 
proprieta, tolto un numero finito di punti. E considerata in un campo 
piano ha « generalmente » una data proprieta, quando si debbano ec- 
cettuare solo delle linee in numero finito. Ma siccome con una linea 
si pud coprire con continuita tutto il eampo piano, questo concetto 
deve essere maggiormente precisato. Ad ogni modo questo valore del 
termine « in generale » esce dalla logica pura, perché contiene idee 
di aritmetica o di geometria. 


(Gruppo, aleune volte significa Classe, in simboli Cls. 

(Gruppo di funzioni, 0 operazioni )= (classe di operazioni, tale che il 
prodotto funzionale di due individui di essa appartenga alla classe 
stessa). aeCls .>. (Gruppo di operazioni in a) = 

Cls’(aFa) qn u3(ax,yeu .Da,y. ey € U) 

Sottogruppo. Essendo a un gruppo, nel primo o secondo significato, 

la frase « b & un sottogruppo di a » significa bDa, 
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Identita. « Gli oggetti « ed y sono identici » vale « r=y ». 

Una proposizione pz contenente la variabile, o sistema di variabili, 
xr, & unidentita, o é identicamente vera, qualunque sia x in un campo 
a» significa « comunque si prenda x nel campo @, si ha pr » ; in sin- 
boli wea. Dc. pre. Es. xe yeN DD. ety =y+e. 

Aleuni A. chiamano identita un’eguagilianza della forma x=r. 

Altri chiamano identitaé l’eguaglianza fra due espressioni, vera per 
tutti i valori delle lettere. Allora w+y—=y+ex non é un’identita, 
perché non é vera se x e y sono vettori sferici. 

Equazione é un’eguaglianza contenente una variabile x, che sta 
per essere accompagnata dal segno x3. Sicché un’eguaglianza si chiama 
equazione o identita, a seconda della sua posizione nell’enunciato, pre- 
cisamente come un numero si chiama « termine » 0 « fattore » a se- 
conda della sua posizione in una formola. 

Ideografia, in tedesco « Begriffschrift ». Serittura in cui ogni idea ¢ 
rappresentata con un segno. Sono ideografie pitt o meno complete la 
scrittura geroglifica degli antichi egiziani, come pure la cinese attuale. 
Ideografie parziali sono costituite dalle cifre dette arabiche, dai sin- 
boli della chimica, dai segni algebrici, ecc. L’ideografia completa, o 
pasigrafia, fu intravvista da Leibniz, col nome di « characteristica 
che ne pose le fondamenta in scritti parzialmente da lui pubblicati, 
e che ora si vanno pubblicando. Vedasi specialmente : 

L. Couturat — La logique de Leibniz d’aprés des documents inédits, 
Paris a. 1901 pag. 604. 

L’unione dei simboli di logica cogli algebrici permise di esprimere 
completamente in simboli molte parti della matematica. 

Tutte le idee generali, contenute nel presente Dizionario, sono 1i- 
duttibili ai simboli ideografici 

= Cls ¢€ 38 =) q 
leggasi: 
é eguale, classe, ¢, tale, dunque, e, 0, non, esiste, eguale, quel. 


Indipendente. (Due classi a e b sono indipendenti) = (qa=b . b=). 
Due condizioni pz e gz contenentila variabile x sono indipendenti, 


quando lo sono le classi x2pr e x3qr . 

Due postulati, 0 proposizioni primitive, sono indipendenti, se consi 
derando i segni che rappresentano idee primitive come variabili, ess 
sono in questi segni condizioni indipendenti. 

Si prova l’indipendenza d’un sistema di 2 proposizioni primitive. 
portando 2 esempi o interpretazioni dei segni primitivi, che soddisfano 
a tutte le combinazioni a n—1 delle Pp e non alla eccettuata. 

Insieme @ lo stesso che classe = Cls. 
Inverse (legge delle). Vedi negazione. 
Ipotesi da 6.14-Je-c1¢ = Sup-po-sizione. 
_Essendo p e q condizioni, nella deduzione pq, p & Vipotesi 
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Logica matematica é la scienza che tratta delle forme di ragionamento 
che si inecontrano nelle varie teorie matematiche , riducendole a for- 
mole simili alle algebriche. 

Essa ha comune colla logica d’Aristotele il solo sillogismo. Le eclas- 
sificazioni dei varii modi di sillogismi, quando sono esatte, hanno in 
matematica poca importanza. 

Nelle scienze matematiche si incontrano numerose forme di ragio- 
namento irreduttibili a sillogismi. 

I principali teoremi di questa scienza si debbono a Leibniz (+ 1716), 
Lambert (+ 1777), Boole (+ 1864), McColl, Schréder, ece. Nella 
RdM. t.7, p.3 si trova Velenco di 67 memorie pubblicate su questo sog- 


getto nell’ultimo decennio. Altre sono da aggiungere. 
Legge associativa, commutativa, distributiva, Vedansi questi nomi. 

Legge delle inverse, vedi negazione. 
Lemma = Ajuua da aupavm = assumo. 

In Archimede vale proposizione che si‘assume senza dimostrazione, 
cioé proposizione primitiva Pp. 

Generalmente vale proposizione che si premette ad un teorema onde 
facilitarne la dimostrazione. 

Membro d’un’eguaglianza (vedi). 
Moltiplicazione logica vedi « Prodotto logico 
Necessario. (La proposizione p é condizione necessaria della g) = (qDp). 
Negazione. Si indica col segno = che si legge « non 

Si ha: asCls 2. --a =a 

« Trasportare »,in Logica matematica, significa applicare la regola : 

a,beCls . aD) .D. -bD=-a 
analoga a una regola algebrica. 

Questa regola @ anche chiamata da aleuni « legge delle inverse ». 
Chiamasi proposizione inversa » di @Db la bDa, e « contraria » 
della aDb la -aD-b. Perd, mentre il passaggio da una_proposizione 
alla sua inversa o alla sua contraria é illegittimo, é@ solo legittimo 
l'accoppiamento delle due operazioni, che esprime la regola del tras- 
portare. 

Nome. Termine gramimaticale. 

Nome comune = Cls. 

Si possono considerare in analisi come « nomi proprii» i segni 0,1,2,..) 
e, i, z, eee. Del resto ogni nome comune, o nome d’una classe, é il 
nome proprio della classe. 

La differenza fra nome e aggettivo é puramente grammaticale. 

Si dice « 7 6 un intero » come pure « 7 é un numero intero >». 

In simboli i nomi non hanno né numeri né casi. 


Non vedi negazione. 


a.1901 d.338 RdM. t.7 
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Nulla. La classe nulla, classe non contenente individui, fu indicata con 
N (Nihil) da Leibniz, con 0 da Boole, con A nel Formul. II suo uso 
é limitatissimo. Ivi si trasforma ( la classe a é nulla ) in (non esistono 
degli a), in simboli (-qa). 
O quando ha il valore del latino « vel » indica la somma logica v. 
Quando ha il valore del latino « aut » fu chiamato « disgiunzione 
completa ». « a aut b» vale « a=-bube-a ». 
Ogni latino omnis. (ogni a é b) = (aDb). 
Parte. La classe a é parte di b significa aDb. 
Altre volte significa « aDb.a-=b ». 
Particolare vedi « generale ». 
Possibile si esprime con q (esistono). 
(é possibile determinare, o trovare, un numero quadrato soimma 
di due quadrati) = [q N?a(N?+-N?) J. 
Postulato = Aaufavéuevoy, & indicato, insieme all’assioma (vedi), con Pp. 
Prendere é pleonasmo. 
(Siano a e b due numeri, presi ad arbitrio. ma fissi) = (Siano a eb 
dei numeri). 


Preposizione. Termine grammaticale. 
Le preposizioni del linguaggio comune nella traduzione in siinboli 
si uniscono col segno di funzione, e qualche volta sono un segno di 
funzione. 
Es. (Somma di 2 con 3) = 2+3 
(2 moltiplicato per 3) = 2x3 
(2 elevato a 3) = 2 
(logaritmo di 2) = log2 
(3 metri al secondo) = 3m/s 
(3 metri iz 2 secondi) = 3m/(2s) 
(3 Lire al metro) = 3L/m. 
Problema = zgéfdnua da ao0fdddw = propongo. 
Enunciato d’una condizione (0 complesso di condizioni) pz. 
Risolvere il problema é trasformare la classe x3pz in un’altra in 
cui la lettera x sia scomparsa. Es. qn x3(x?—3x”-+2 =0) = 11 4 02 
Prodotto logico di due classi a e b=an, e rappresenta la classe co- 
mune agli a e ai Db. 
La moltiplicazione logica ha le proprieta 
ana = a anNb =baa  (anb)jrnc = arbre) ecc. 
Pronome. Termine grammaticale. 
Questo, quello, ecc. sono spesso rappresentati da a,b,...x7,y... 
Es. (Un numero pit un altro numero vale quanto il secondo numero 
piu il primo) = (a,beN .D. a+b=b+a). 
Tale che si esprime con 32. 
Proposizione si abbrevia con P. 
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Aleune P hanno il carattere di definizioni possibili. In una teoria, 
cioé in un ordinameuto delle P relative a un dato soggetto, si scel- 
gono fra queste le definizioni. 

Altre P sono indimostrabili; esse enunciano le proprieta delle idee 
primitive, e si chiamano « proposizioni primitive ». 

Le altre P, a seconda delle circostanze, chiamansi teoremi, corol- 
larii, lemmi. 

In Logica matematica si opera solo su proposizioni condizionali, o 
condizioni (vedi). 

Proprieta. Sia a una classe; 1’« essere un a» suolsi chiamare una proprieta. 
Sicché la differenza fra proprieté e classe é puramente grammaticale. 

« a @ proprieta caratteristica di b » vale « a=b ». 

Qualche. Essendo a eb delle classi, la proposizione particolare affermativa 
« qualche a@@ 6b» vale quanto « esistono degli a e 6» in simboli 
« rand ». 

Quello ha alcune volte il-valore di 1. 

(Essendo a e b due numeri, e 0 il maggiore, con b—a si intende 
quel numero che aggiunto ad a da per risultato b) = 

[a,beN .b>a 2D. b—a=1 Naxa(a+x=5)| 

Relazione. Una relazione fra due enti é espressa da una condizione fra 
i due enti. Se x,y sono gli enti variabili, e pzy é& la condizione, 
risulta determinata la classe delle coppie (a;y) che soddisfano a questa 
condizione; essa & indicata con (x 3y)3pz,,y. 

Quindi ogni relazione pud essere rappresentata da una classe di 
coppie. 

Ad es. (a;y)ala,yeq . x*-++-y?=1], se identifichiamo la coppia x;y di 
numeri reali col punto avente le stesse coordinate, rappresenta la cir- 
conferenza di centro l’origine e di raggio 1. 

La condizione pz;y si pud pure esprimere con una funzione. Pon- 
gasi fy = xa3(pzy). Allora pry diventa xe fy, cioé « x 6 un individuo 
della classe fy. 

Scolio = ozédvov, vale nota, osservazione. 

Se. Siano a e b delle proposizioni. « Se a, allora b » vale ado. 

Sempre. E un pleonasmo per rinforzare la deduzione. 

Sintesi da obv-e-o1g = com-po-sizione. Vedi « Analisi ». 


Sillogismo. E la proposizione : 
@,0;c8Cls . G0 . 653¢ .B- @D0. 
I logici scolastici considerarono pit modi di sillogismi, che si tras- 
formano fra loro colla conversione (vedi). Essi hanno poca importanza. 


Sistema, qualche volta indica Cls. 
Il sistema di due variabili 2 e y si indica con (x;y) o (x,y). 
Sistema di condizioni é l’affermazione simultanea 0 prodotto logico 
delle condizioni date. In Logica Matematica il prodotto di pit condi- 
zioni & una condizione, 
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Soddisfare. (Gli x tali che soddisfano alla condizione pz) = (a#3p-z). 

Somma logica di due classi a e b @ la classe formata dagli enti che 
appartengono ad una almeno delle classi a e b. Si indica con av, ¢ jl 
segno vu si legge « 0 » (vedi). 
Essa ha le proprieta 

ava=a ashb—bea av(bec)=(aubjec an(bee) =anbuarc  ece. 

Sufficiente. (La proposizione p é condizione sufficiente della g = (p29). 

Supposizione, Forma latina di ipotesi. 

Tale. (Gli x tali che @ soddisfatta la condizione pz ) = (Gli x tali che 
px ) = (x3pr ) 

Teorema = Oewonua, da Pewoéw = considero, indica una proposizione 
che si dimostra. 

Tesi = #éo1s. Nella deduzione aDb, b é la tesi. 

Trasportare. Vedi « negazione ». 

Tutto. La classe totale, o tutto, fu indicata in logica simbolica coi segni 
1,2 ,V. Esso ha perd poca importanza, e fu escluso dal Formulario. 


Verbo. Termine grammaticale. 

Corrispondono a verbi i simboli ideografici ¢, =, , q, >, <. 
Verificare = soddisfare (vedi). 
Vero. « La proposizione A é vera» vale «A>». 


G. PEANO 





egni 
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ADDITIONS AU FORMULAIRE a.1901 


par 
. Arbicone 
. Boggio 
. Cantoni 
. Castellano 
. Peano, abrégé en (p 
. Vaeca » (Vv 
d. indique cette série d’additions: la premiére série est contenue dans RdM. t.7 p.85-110. 


DEUXIEME SERIE 


LOGIQUE 


§ > 10°61 Au lieu de yz lisez 2s. (p 


§| (p.35) Eisenstein (a.1847, p.71-91) a employé le symbole m pour 
indiquer la substitution. 

Il avait observé qu’on ne pouvait employer 4 cet effet le symbole =. 
Car si dans une formule on veut substituer au nombre m le nombre m-+-1 
onne peut écrire l’égalité absurde m = m + 1, mais bien suivant Eisenstein, 
mn m-+-1, ou suivant le F, [(m--1) | m]. (v 


ARITHMETIQUE 


§ X 
1'8 (a+b\(b+c)(c+a)+abe = (ab+be+caya+b+c) 
19 (a+b+c)(b+c+d)(c+d+a)(d+a+b)+abed = 
(abe+bcd+cda+dab)a+b+c+d) 
On remarquera que si dans le premier membre de cette P et de la P1:8 
au lieu des +- on met des xX, et au lieu des produits indiqués on fait des 
sommes, on obtient le second membre, et réciproquement. 


8°34 a ee a a 
oggio 
§ pf 
61 Dem 

F, LINDEMANN, Ueber den Fermat’schen Satz betreffend die 
Unmiglichkeit der Gleichung x"+y"=2". 

Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen classe der 
k, b, Akademie der Wissenschaften zu Miinchen, a.1901 Heft 
2, p.185-202. 

Cost il vincitore di x vinse pure Vultimo teorema di 
FERMAT, (p 
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3°34 a(b+c)?-+-b(c+a)’+c(a-+b)? = (a+b)(b+c)(c+a)+4abe 
14°321 (a+b—2c)(a—b)*+(b+c—2a)(b—c)?+(c4+-a—2b)(c—a) = 0 
‘701 ab(a’—b’)+be(b’—c’)+-ca(c?—a’) + 
(a—b)(b—c)(c—a)(a’+b’+c?+ab+bc+ca) =0 
800 a'(b—c)+b*(c—a)*+c'(a—b) = 3abc(a—b)(b—c)(c—a) 
Bogcio 
gh 14-101 (a+b)? = a(a—3b)* + b(b—3a)* ~ 
29 (a+b)* = (a’—6ab + 0’)? + 16ab(a — bY 
72 (a+b)' = a(a*—10ab+5b*)? + b(a’—10ab+b*)* 
83 (a+b)’ = (a—b)'(a’—14ab+0*? + 4ab(3a—b)(3b—a)? 
921 (a+b)'=a(a®@—210°b+-35ab°>—Tb*)? + b(Ta°—350°b+21ab*—)'} 
931 (a+b)? = (a'—28a°b+7100°?—28ab?+0') + 
64ab(a—b)*(a’—6ab+0') 
7 (a+b) = a(a‘—36a*b+1260°b?—84ab?+9)')? + 
b(9a'—84a°b-+126a°D?'—36ab +b)! Castellano 


22°21 méN,. aéR. ma<l ._). (1+a)" < /(1—ma) 
[ 14a < |(1—a) .D. (1+) < 1—ma | 
§Num‘121 a,be Cls. fe(bfa)sim ._). Numa = Numb 
Ex. §lim 5:1 
§ x 
3°38 aeN, ._). 3}/[(atr)\(a+tr+1])] I", Lem} = (a+1) —(a+ii+l) 
{ Hp. ing a Wlatnabr-t))= (a+r) —[(a+r+1) .D. P | 
Continuation: §// 411 
Boggio 
4:2 s, = (6s° — 20s* + 12s? — 3s*)/5 
| SEITZ et GANDER: The Analyst, t.6 p.58 a.1879 } 
Arbicone 


§S tin. Ajoutez :Cardano dans sa Practica Arithmetice, Mediolani a.1539, 
fol. D iiii v. a remarqué l’utilité des fractions décimales pour 1|’extraction 
des racines carrées et cubiques, ayant observé que 
a,neN, ._). ja — X-"E\ (X22 a) << Xn 
» » Ja _ X-n ES |(X38na) <= xX-n 


20°6 = n,méN,+1 . xe (RF1*-n)sim . ae RF1"7n ._-). 
(Sax™)(xa)™™* > (Sax) 


§ IT 


4:11 a,m,neN, ._). 
mS[/Ma+r+0-mn) |r, ln) = /Ma+1"m) — Mapn+t- ‘m) 
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| Hp. m=1 . §2 P35 .>. Ths (1) 
Hp. mS} /IMa--r-+-0"*m) |r, 1**-n} = /M(a-+-1"*-m) —/Ma+-n-+-1"""m) .>. 
(m+1)3} /I[a+-r-+-0-*-(m-+-1)] |r, 1+} = 3} |/1(a-+-r--0---m) — 
[Ma+r+1-"-(m-+1)] |r, Ln} = |/M(a-+-1---m) —/TMa--n-+-1"*"m) |/m — 
\/M[a+-2°*-(m-+-1)] —/H[a+-n-+-2°*(m-+-1)]|/m= /ITa+-1---(m-+-1)] — 
[M[a--n-+1--(m-+1)] (2) 
GOye (2) . Induct .>. P ] Boggio 
§! 
5:3 Dem [ reNy .D. 7/(7-+1)! +(r-+1)/(r7+2)! = /r! —/(r-++2)! .D. P J 
4 S\(2r—1)/(r! 27 ) |r, Len} = 1—/(n! 2”) 
[ veN, .D. (2r—1)((r! 27 ) = |[(r—1)! A —/(r! 2r : De ae 
6:24 C(m,n) = S[(—1)"C(m+1,n—?) |", On) 
22 keN, ._). C(m,n) = S{C(m—k,n—r)xC(k,7) |r, Ork} 
4 re" “ahi —2r)C?2m+1,r) |r, Om} =O 
8 mS\[(—L)"/(r +1) ]C(m—r—2,r)2"?"? |v, O E[(m—1)/2]} 


= Qm ==) 
oggio 


67 meéeB6N, ._). S[C(m, r) |r, a ‘mr 3N,] 
me 6N,+1 v 6N,+5 Res 
me 6N, +2 v 6N,+4 ._). 
: 


meé 6N,+3 


T11 (a+b)"+! = al S(—1)" C(2n+1, 27) a"D" |r, On}? + 
BLS (—1)" C(?2n-+1, 27) ab" |r, Orn}? 
42 (a-+-b)" = [S(—1)" C(2n,2r) a®"1b" |r, O"(n—1) ? + 
abl 3(—1)" C(2n,2r+1)a""b" 2°, ne ‘ny 


Castellano 
SE 131 ayeR 2D. E@xy)SExxEy 
<(Ex+1)(Ey+1) 


‘32 a,be1+R ._). E(b/a)SSE(Eb/Ea) [P51 .>D. P ] 
2°01 mnéN, ._). m = S[E(m+r)/n |v, O"(n—1)] 
[ (m/n, n)| (x, a) P20 .>. P| (p 

§ Chf 

aé 11N, =. >[Chf Xa |r, N,] — S[Chf Xa |v, N,] € 11n 

ae 4N, ==. Chfa + 2Chf Xa e 4N, 

ag 8N, =. Chfa + 2Chf X* 4 4Chf Xa « 8N, 

a,be N, ._). rest(a,b) = rest}>[Chf X~"a x rest(X’, b) |r, N,], bi(p 
§dt 1:98 weR. D(dtw,X)=1 . peN, .D. Cfr(X’x)=Chf(X+ tz) 


§Np 63 we 0-22 .-). 17 +6 E(w’/4) € Np 
| FonTeBasso, Supplemento al PdM. a.1901 p.130 { = (p 
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§ mp 2°8 weR.dtw € (2NN,)x(5NN,) . 2 = max[{mp(2.dtx), mp(5,dta)] 
._). © = Ex + S[Chf xX" |r, 1"n)} (p 


“§Q He TW aeqf(lem ! lemi lem) :awye qFlem >,» 
ya?X Sy"? = Y)[Vlaers L,Y, |(0°,8), Lenelerm)P |i, mt s>). 


ME UL M2 Ad 8 
} HURWITZ a.1898 GéttingenN. Cfr. IdM. a.1900 p.21.!  (v 


FONCTIONS ANALYTIQUES 


§ lim 
8°64 a,beN, ._). lim{}[b/(2a+42)||a{'0} | = (a+b) —a 


91 aéQ. ne N,+1 ._). lim}["(a—2)|2°|'0{|7=1Qrnv3(x"+4+-2—a=0) 
VL |e Sah (n—) 
BO @ 


16°3 Dem 
21°6 Dem 


Slim 22°1. Substituez 4 l’indication de Stern la suivante: 

JLAGRANGE a.1798; Ceuvres t.7 p.297{ 

22°11 me N,fN, . ae(N,fN,)cres : reN, ._),. 1, Say <_). 1, 0, + 
4/A,Ag + 112g A Ugly + o. E QR (V 

{LAGRANGE a.1798; CEuvres t.7 p. 296} (Vv 


{V 


23°6 aen ._). lim} [C(n—1—r,7) |r, Orr) 
S[C(n+a—r,7) |r, Orr]{ |e = [QQ —1),2)""! 
Boggio 
SS 
5:1 Dem | Six |x, 0) = lim} S|(ar — art) ar ym |r, No] ja, 0,1! 
lim} S{(1—a)(aim+ Vr |r, No] ja, 0, 1! 
lim[(1—a) (1—am+) Ja, 0, 1] = /(m-4-1) J 


Cette dem. est tirée de: 
Arzela, Lezioni di Calecolo infinitesimale; Firenze, Suecessori Le-Mon- 
nier; a.1901. 
541 aeQ ._). Sir” |x, Oa) = a” (m+1) 
[ Hp . P2°5 .>. Scam |x, Oa) = a S[(az)”|z, O} 
= antl §(em|z, O) = amt! (m-+1).] 
Boggio 





Slog 5] 

Note. — Gregorius a S. Vincentio dans son Opus Geometricum Ant- 
verpiae a.1647 p.594 avait vu la propriété caractéristique de l’aire de l’hy- 
perbole [S(/,1'~a)], qui suit: 

ayme Q 2. S(/, 1 ~am)=mS(], 1'~a). 

Alfonso de Sarasa dans l’opuscule: Solutio problematis a. R. P. Ma- 
rino Mersennio minimo propositi, Antverpiae a.1649 p.7, a reconnu explici- 
tement que les aires de I’hyperbole correspondent aux logarithmes. (v 


g0°6 eh = IIT [(eN/n) (1+/7) |n, N (v 


§Fe add. °33 Fe(a,1"n)= 
/a,+S}(—1)" /dtFe(a, 1"7)xdtFef[a, 1(r+1)]|7, l(n—1)} 


34 (—1)"Fe(a, 1") < (—1)"Fe(a,N,) < (—1)"Fefa, 1"(n+1)] 
‘ (—1)" SFe(a, N,)—Fela, l(v+1)]{ € (—1)"[Fe(a, N,) 
—Fe(a,1"n)| 

42 byceN, . mod [Fe(a, N,)—b/c] <mod [Fe(a, N,)—Fe(a, 1°"n)] 
_). D> ntFe(a, Len). > dtFe(a, Ln) }EULER’a.1748 §382} 

‘31 meN,. N<n ._). Fe(a, 1n)—Fe(a, lem) = 

(—1)"dtF elds r41|7", U(nm—1)| [dtFe(a, 1m) xdtFe(a, 172) 

‘71 a,b,cen . Dia,d)=1 . moda<cmodb : néN, . dé N,F ln 
mod(a/b)= Fe(d, 17) D: v= (—1)"'XsgnaxcdtFe[d,1" 
(2—1)] . v= (—1)"XsenbxexntFe[d,l"(a—1)] <>. u,ven . 
au-be =c \LAGRANGE, BerlinM. a. 1767 p. 175} 

Cantoni 


(e—1)/(e+1) = Fe(2, 6, 10, 14, 18, ...) = Fe[(4a—2) |a, Ni] 
2 feo az Fe(3, 5, 7, ...) = ae gaa iv, N,] 
(Je —1)/2 = Fe, € 20, 28, 54, ...) 
pais Re, i, 1, 5-4, 7% 9,1, 1, 13, ..) 
(je —1)/2 = Feb, 18, 30, 42, 54, ...) 
} on al737 PetrC. t.9 (publ. en 1744) p.121 | 

nen, . > 

("e—1)/("Ne+1) = Fe(2n, 67, 102,...) = Fe(4a—2)n |x, Ny] 

2("e—1) —2n +1 = Fe(6n, 107...) = Fe[(4ae4+2)n Ja, N 

| EULER a.1737 PetrC. t.9 (publ. en 1744 p.132)}  (v 





§prob (add.) 4 néN, ._). 
{prob[(l-"nF1-n)rcp f3(vel"m ._),, fare =x), (lnF 1-n)rcp}| 
= S[}(—1)"/n! |n, Orn}) 
‘8 lim}prob[ > > l} |jn=/e 
Ayant 7 objets 1-*n, cette formule donne la probabilité que l’on a, en 
tirant les m objets au hasard, de n’en rencontrer aucun dont le nuinéro 


et le rang de tirage cotncident. 
A la limite, lorsque n tend vers l’infini cette probabilité = /e. 


M. Andrade (JP. a.1894 cah.64 p.224) donne une formule analogue plus 
compliquée, qui donne ex, lorsque neN,. v 


NOMBRES COMPLEXES 


$4, 
24°7 a,beQ ._). lim}[(x+y)/2, 2ay/(x+y)] |(x,y)\” = {ab), iad) 
}GREGORY App. ad veram circ. quadr. a. bre p.7 
Cette P permet de calculer rapidement les racines carrés dine nombres, 
car le premier membre converge rapidement. v 


" §qn 25:1. Voir L. De Sanctis, Sulla convergenza di alcune serie, Gior- 
nale di Matematiche, a.1901. (p 


§ Dtrm 
34. Hp, wwe Cls’ lm . ve’ . au. Numu = Numv’._). 
—INSuv+ Se) xDtrm(a, uiv)xDtrm(a, (1-"m)eu! $ (Lem)er) |v, 
(Cls,1**m) * v2(Numv = Numz)] =0 
HM 241 menN, . a,b,c,de qF(le-milm) : r,selm ._)r,s. 
= s[a(r, Hb(s,f) |f lm] . d(r,s) = s[a(tr)b(t,s) |é, 1° a 
:_). nelem.ueCls' lm. oa =n . 
Dn. S[Dtrm(e,uiv) |u,(Cls’1-"m) » v3(Numu=n)] = 
>(Dtrm(d,u‘u) |u,(Cls’1*m) ® ua(Numu=n)] 
H 2"1 me2N,4+1 . ae qF(l-milm) : rselm «r,s. a 
—a(s,7’) :_). Dtrma =0 
2 mé 2N,. ae qk(lm ! lem) . be qF (1m /2 £ 1"m/2) : 7 
lm ._)r,s. A(7,8) = —A(s,r) = a(m+1—s,n+1—r): hle Lim 2 
_ hl. Uhl) = ath, m/2+1) + am—h+1, m/2+l) =, 
(Dtrmb)* = Dtrma | GUNTHER Determ. { 
‘3. mé 2N,.a€ qF(l"m $ lm) : r,sé 1m ._)r,8. a(r,s) = 
—a(s,r) J: Dtrma = }3[(—1)%a(1,s)\([Dtrm (a,2°"mets ; 2°*1/=i5)| 
\s,2m){* 
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L’expression qui élevée au carré donne la valeur du déter- 
minant hémisymétrique d’ordre pair, est dite le « pfaffien des 
éléments du déterminant ». Jacosi (JfM. .2) a indiqué le 
pfaftien par la notation (1,2, 

34 mneN,. ae qk(lm ! lm). be qF(I"n £ ln). 
ce qF(L"mn $ lvmn): r,sé lm . h,leln .)r,s,h,l. 
e{nir—1)+-h, n(s—1)+1] = a(r,s) X d(A,2) =>). 
Dirme = (Dtrma)” x (Dtrmb)m } KRONECKER JfM. t.72 | 


% 5. mn peN, ._). 
4 Dtrm[(C(n+r+s,7) |(7,s), Om £O"m)] = 1 
‘2 Dtrm[(C(n+m+r-+s,n) |(r,s), Omi Om) €t1 wt—1 
‘3 nSp+m ._). Dtrm (C(n+r, p+s)| (7,8), Om'0-"m | 

= M[(Cin4+-m—r+1)|r, 1p) / U[C(m+r,m-+1) |r, 1p) 
| ZEIPEL , Om Determinanter.,. Lunds Univ. Ars-Skrift, 2.1865} 
‘4 méN,+1.aeN,Flm ._). Dtrm [C(a,,s)|(7",s), 

1-7 0""*"(m—1)] = (—1)™™""HP TT} IT [(a,—a,)|s, 1" (r—1)]|7, 

2m} / IT’ nr ln, 2°*"(m—1)) 

| STERN, JfM. t.66 a.1865} 

Cpl = complément 
*% 81 Hpl’.m=1.—). Cpla =1 
Hpl'1 . meN,+1. 7,s€ lm .-). 

Cpl(a,r,s) = (—1)""“Dtrm[a, (L-m)eur § (1m)eats] Df 
Cpl(a,r,s) est dit complément algébrique de 1’élément (7",s) du déterminant a. 
2 Hpl- lire lm ar Dirma =  [a(r,s)Cpl(a,r,s) |s, 1°72] 

% Hpi : h,le 1 — .__). [a(h,s) Cpl(a,l,s) |s, 1*m] =0 
‘4 Hplu.keq.h Hebe . eel : re im ._), 

Cpl(a,r,h) = iokar’) 5 Dtrma =0 
‘8 Hpla . Dtrma =0: Ale lm «Day. Cpl(a,h,l) =<=0 32). 

aqrkatre lm ._),. Cpl(a,r,h) = kCpl(a,r,))] 

‘6 méN,. abe qF(lm $ lem) . weq: se lm «r,s. 

Kis) = alrs)--ar >). 

Dirmb = Dtrma+x3} ¥[Cpl(a,r,s) |v, 1*m]|s, lm} 

*# 91 Hpl4.Dtrma=0. w,ve Cls’lm . Numu = Numv S2 

._). Dtrm(Cpla,u‘v) =0 

2 Hpli.u,ve Cls’ lm. au. Numu = Numv ._). 

Dtrm(Cpla, wiv). 

(—U)NXu+ se) x(Dtrma)\Numu—1) x(Dtrm[a,(1"m)eut(1m)=r] 





ans GRO os 


°3 Hpl :7,sé 1l"m._). Clp(Cpla, r,s) = a(v,s)x (Dtrma)Nin—2) 
“4 Hpl-a ._). 
Dtrm}Cpl[Cpl(a,7,s) |(7,s)], l-mt1-m} = (Dtrma)Nm—1)? 
*§ Hpl.7,selm ._). Dtrma = a(r,s)Cpl(a,7,s)— 
(—1)r-+s ¥} ¥[(—Dptla(r,Da(p,s) Dtrm(a, 1m =tp tr £ 1**met/@1s) 
\l, Le" ts] |p, lm =er} 
6 =méN, . a,b,c,dée qF(lmilm) : vse lim «r,s. e(7,s) = 
Sar, Ov(s,0 |41--m] . d(v,s) = 
y[Cpl(a,v,2) Cpl(b,s,f) [41° s>r,s. d(r,s) = Cpl(e,r,s) 
‘7 méN, . dé GF(L" mlm) : r,sé lem ._)r,s. (r,s) =Aa(s,7’) 
:_)r,s. Cpl(a,r,s) = Cpl(a,s,7) 
8 méN,. a,b,c,de qF(l"im 5 lm) . hyke q 3 vse lim «r,s. 
e(r,s) = halr,s)+kb(r7,s) . d(v,s) = kCpl(a,7,s)+-hCpl(b,7,s) 2. 
Dtrme = Dtrma X Dtrmb x Dtrmd 
} Sracct Annali di Mat. t.5 p.296 | 
Cantoni 

§Subst 5°03 heq ._. Dtrm(a+h) = 
Yh! s[Dtrm(a, wiv) |v, (Cls’ln)rva(Numu = n—f)] |t, Ov! 
Cantoni 


§ Subst 16-2. Voir F. Giudice, Sulla trasformazione degli integrali, 
Le Matematiche pure ed applicate, a.1901. (p 


§a 
186 2 €4—2)2+4 23 /3 4 6 /3 —26 xX 
} George PEIRCE, A curious approximate construction 
for a, AmericanB. a.1901 p.426 } (p 


3°34 4/1 = S}[C(/2, n)}? |n, N,{ = 1+/44+/(2x4)*+... 
} ForsyTH Mm. a.1883 t.12 p.142{  (v 


10°6 aeQ. meN, ._). S[/(?+a*)" |v, Q) = 
IT} (27-—1)/(2r) |r,1*mja/(2a*"**) 


Boggio 
§ sin 


§sin 14:3. Cette P est commode pour le calcul numérique de S}/J { acer" 
+((bsx)?] |x, O2/2|, ainsi qu'il résulte de la 14°31 qui suit, a été donnée par 
Lagrange sous une autre forme.( TurinM. a.1784 t.2; @uvres t.2 p.272). |v 
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14:31 S{/Y (aca)? +(bsx)] |2, On/2} = 
a2 / mod lim}[(w+y)/2, \ary)] |(@,y)\"(a,d) |r (v 


912 xe qen ._). 2°/[s(xx)P = X[/(x+n/)* |r, n] 

‘T a,b,m,neq ._). mod(met*+-ne” ) = 17? +77+4+2mn cos\a—b) 

11:21 weqenz._). D(/tng, qe nz/2, #) = —/(sinx)? 

‘7 v€qenz/2 ._). Dilog sin, qenz/2, x) = /tngx 

124 a&éQ ._). S(sinx |w, Oa) = 1—cos a 

[ Hp . §S P4-1 .>. S(sinz : Oa) = lim}(a/n)Z[sin(ra/n) |r, 1Le*+n] |} : 

P63 .Z. Sfsin(ra/n) |r, 1***n] = sin(a/2) sin[(2-+1)a/(2n)] /sin[a/(2n)]  ( 
‘1), (2) .>. S(sina |a, Oa) inet 2) lim} (a@/n)sin[(2-+-1)a/(2n)] /sin{a/(2n)] 

= 2sin(a/2) lim}sin[(a@/2)(1+-/n)] (a/2n), wise (2n)] |r! 
= 2Asin(a sale =1—cosa | 


16°4 S}(tng—*ax)/(1-+-a) |w, O} = (7/8)log2 


VECTEURS 
§vet note, p.192. Voir: 
F. Schur, Ueber die Grundlagen der Geometrie. MA. t.55 a.1901 p.265. 


(p 

% 3°36 (Uu+e)fu = (v+)+u = (w+) +e = + 04+u0 

Si w=v’=w? cette P exprime que: Dans tout triédre les trois plans 
menés par les arétes et les bissectrices des faces opposées ont une droite 
commune. 

3S (U—w)+e = (v—w)4-u = (u+e)—eo = Ur —w 

Si 2=v’=w?, cette P dit que: Dans tout triédre les plans menés par 
les arétes et les bissectrices extérieures de deux des faces opposées a ces 
arétes et la bissectrice intérieure de la troisitme face ont une droite 
commune. 

8601 (a—c)X(b—c) =0 =. (a—c? = (a—c)X(a—D) 

‘64 2(ec—b)x[a— (b+c)/2] = (a—b)*? — (a—c)? 


emp|| emp | 


% 16°02 Hp P16._). 
(cemp||zo = 0 .=. uxv =0 w. v=0 
(cmp! uv =0 =. ve qu w. r=0 


23°3 u,v,Du,Dve vetFq ._). D(uxr) = uxDv + rxDu 
‘4 u,Due vetFq . modv =1 ._-). uxDu =0 
[ ux@el. F's. 5: P | 
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§vct 34°9 u,v,we vet. v=*=w* 1 . ang(u3v) =a . ang(v;w)=). 
ang(v,u) =c .ang(w;u,v) =a’ . ang(u;v,u) =). ang(v;u,v =c' .). 
sinc sina + cosc cosa cosh = 
sinc’ sina — cosc’ cosa’ cosb (v 
{ CaGNOLI Antonio, Trigonometria, 2° ediz., Bologna a.1804 
p.332 | (Vv 


HM 53°21 Arcl[(o+xea) |x, Ox] = Si (1+a*) |a, Ox] 

Are de la « spirale d’Archiméde ». Voir la parabole. 

‘5 mé N,+1 ._). Arc[(o+mei a+eta) |t, 202] = 8m 

| Hp. teq .D. modD{(o-+meit a+emit a) |t, q, t] = m mod(eit +-enit) = 

2m sin[(m—1)t/2] 1) 
(1) . Pd3-1 >. Are[(o+meit a+-emita) |t, 202] = 
2m(m—1) S}sin|(m—1)t/2] |t, 202/(m—1)| = 8m } 

Le point considéré décrit la « roulette » engendrée par un point dune 
circonférence de rayon 1 qui roule, sans glisser, a ]’extérieur d’une autre 
circonférence fixe de rayon m—1. 

Pour m=2 on a la « cardioide propre » ou « Limacon de Pascal ». 


6 te 20x._). Arc[(o+la+e ia) |t, Ot] = 8 [sin(t/4)]? 
La courbe considérée est dite « cycloide propre ». Bog gio 
| $V 
M 61°31 Hp P61. uk _ bu. f, Dfe qF(v‘) .-. 
y(fu,k,p) = (Df)up X p(u,k,p) 
Cette P donne la régle pour trouver le 7 d’une fonction de fonction. 
44 i€ vcteO0 ._). p[ix(p—a) |p, pnt-a, p) =i 
"42 p[ixU(p—a) |p, pnta, p] = 
{i — [iXU(p—a)| U(p—a){/mod( p—a) 
‘8 pllog(p—a)* |p, pnteva, p] = 2U(p—a) / mod(p—a) 
‘81 pllog mod(p—a) |p, pnt-va, p] = U(p—a) / mod(p—a) 
‘9 plang(p—a,i) |p, pnt-va, p| = 
(U(p—a) cos(p—a,i) —Ui] / [mod(p—a) sin(p—a,i)| Bogeio 
v? v3 
HM 107 (u+vja(v+w)a(w+u) = 2 uvavaw 
71°3 aev® ._). moda = mod(Ia) 
‘4 wé vet. aev® . moda=1 ._). 
(emp||a)u = (cmp | Ia)u 
} = « composante paralléle 4 a de u >» | Df 
(emp |_aju = (emp| [lay 
} = «composante normale a a de u » } Dt 





ee i ee 


‘41 (cmp||a)u =0 =. ue qla wv. u=0 
(cmp laju =0 =. ux(la) =0 vw. u=0 
‘3 ang(u,a) = ang[w,(emp||a)e] 
‘6 U,v, WE VvetelO . vee qu. we qv4+quw .a=vaw ._). 
ang(u,w’') S ang(u,a) 
‘7 a,be v'et0 ._). ang(a,b) = ang(la, Ib) Df 
Boggio 
% 80°2 o€ pnt . ie vet . reQ . modi =r ._). 
Volumfpnt * x3[mod(w—o)<r . (w—o)Xi € O7]| = 
a (7*— 7/3) modi 
o€ pnt . ig vet0 . r€Q ._). 
Volum}pnt * x3[mod[(emp | i)(~—0)]<r . (w—o) Xi € O7*]} 
=a" modi 
0€ pnt . i€ veteO . v€Q . aé On/2 ._). 
Volum} pnt * x3{mod(a—o)<r . ang(x—0,i)<a}} 
2ar* (1—cosa)/3 
5 o€ pnt . ig vet . aé 62/2 ._). 
Volum}pnt * x3[ang(a@—o,i)<a . (vw—0)Xi € OF || = 
a(modi)*(tnga)? 
Ces quatre P renferment les régles pour trouver le volume: 
d’un segment de sphére de rayon 7, dont une des bases est un grand 
cercle et la hauteur est modi; 
d’un eylindre droit de révolution, de rayon r, et de hauteur modi; 
d’un secteur sphérique de rayon r dont l’angle au sommet est 2a; 
d’un céne droit de révolution dont l’angle au sommet est 2a, et la 
hauteur est modé. : 
‘6 0,0'€ pnt . a&Q . mod(o—o’) <a ._). 
Volum}pnt * x3[mod(#—o) + mod(*x—o') <a}! 
= aala’*—(o—o’)?|/6 
Cette P exprime le volume d’un ellipsoide de révolution dont 0,0’ sont 
les foyers et le plus grand axe est a. Boggio 


% 81:2 Hp P80°2 ._-). 
Area}pnt © x23[mod(~—o)=* . (v—o)xi € O7? |! = 2ar modi 

‘3 Hp P80°3 ._). Area}pnt * x3{mod{(emp | 7)(7—o)] =r . 
(2—o)Xi € OF ]{ = 2ar modi 

‘4 Hp P80°4 ._). Area}pnt * x3[mod(x—o)= . ang(x—o, i)<a}} 
= 2nr*(1—cosa) 

‘3 Hp P80°5 ._). Areajpnt 9 x3[ang(a—o,i)—=a . (w—o) Xi € Oi)! 
== ai*sina /(cosa)? Boggio 


5D 





oe 


§vct 81°6 o€ pnt . a,b,ce U‘(vct=0) >, Area(o+U‘(vct=20)| 
23(2—0 € Qa+Q)+Qce = ang(a; b,c) + ang(d; ¢c,a) + ang(c; a,b) —a 
{ HARRIOT, a.1603 dans les Mss. inédits, qui vont paraitre 
dans le Bullett. di Storia d, Mat. a.1902, p.1; 
GIRARD, a.1629; CAVALIERI, 2.1632 } 
Cavalieri en a publié le premier une démonstration compléte.  (y 
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